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Вычисления производятся либо при помощи чисел, как в 
обыкновенной арифметике, либо при помощи видов (зрес1ез), 
как в л алгебре. Оба приема основаны на одинаковых 
принципах и ведут к одной цели, причем арифметика — путем 
определенным и частным, алгебра же — путем неопределенным 
и всеобщим. Поэтому почти все предложения, а особенно 
заключения, содержащиеся в алгебре, можно назвать теоре- 
мами. Особое превосходство алгебры заключается в том, что, 
тогда как в арифметике при решений вопросов переходят 
только от данных величин к искомым, в алгебре следуют обрат- 
ному порядку, переходя от искомых величин, рассматриваемых 
как данные, к данным величинам, рассматриваемым как 
искомые, с тем чтобы как-либо удалось притти к заключе- 
нию или уравнению, из которого можно было бы найти 
искомую величину. Именно таким путем решаются очень 
трудные задачи, решение которых было бы тщетно искать 
при помощи одной арифметики. Однако все действия арифме- 
тики столь необходимы в алгебре, что они лишь совместно обра- 
зуют полную науку вычислений, и поэтому я буду излагать 
их обе вместе. 

Приступающий к изучению науки вычисления должен 
сначала ознакомиться со значением употребляемых в ней 
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терминов и знаков и изучить основные действия, как то: сло- 
жение, вычитание, умножение, деление, извлечение корней, 
приведение дробей и радикалов и методы приведения членов 
уравнений и исключения неизвестных (когда их несколько). 
Далее нужно приобрести сноровку во всех этих действиях, 
приводя задачи к уравнениям, и, наконец, изучить природу 
и решение уравнений. 


О ЗНАЧЕНИИ НЕКОТОРЫХ ТЕРМИНОВ 
И ЗНАКОВ 


Пол числом мы понимаем не столько множество единиц, 
сколько отвлеченное отношение какой-нибудь величины к дру- 
гой величине того же рода, принятой нами за единицу. Чис- 
ло бывает трех видов: целое, дробное и иррациональное 
(зиг@чз).з3 Целое число есть то, что измеряется единицей; 
дробное — кратной долей единицы; иррациональное число не- 
соизмеримо с единицей. 

Каждому известны знаки целых чисел (0, 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8, 9) и значения этих знаков, собранных по нескольку 
вместе. Подобно тому как числа, стоящие на первом месте 
перед единицей, т. е. слева, означают десятки единиц, числа, 
стоящие на втором месте, — сотни, стоящие на третьем месте, — 
тысячи и т. д., подобно этому, числа, стоящие на первом 
месте после единицы, означают десятые доли этой единицы, 
числа, стоящие на втором месте справа, — сотые доли, сто- 
ящие на третьем месте, — тысячные доли и т. д. Такие числа 
мы называем десятичными  дробями, ибо они всегда 
убывают в десятичном отношении. Чтобы отличать целые от 
десятичных дробей, мы ставим запятую, или же точку, или 
еще маленькую линию. Таким образом, 732 |569 обозначает 
семьсот тридцать две единицы вместе с пятью десятыми, 
шестью сотыми и девятью тысячными долями единицы, что 
можно записать и так: 732,569, или 732,569 или же 732 |_ 569. 
Так, далее, число 57104,2083 обозначает пятьдесят семь тысяч 
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сто четыре единицы вместе с двумя десятыми восемью тысяч- 
ными и тремя десятитысячными долями единицы. А число. 
0,064 обозначает шесть сотых и четыре тысячных доли. 4 

Знаки иррациональных чисел и дробных чисел приведены 
далее. 

Когда величина какой-либо вещи не известна или рас- 
сматривается как неопределенная, так что мы не можем ее 
выразить с помощью чисел, мы обозначаем ее каким-либо 
видом (зрес1ез) или какой-либо буквой. Когда мы рассма- 
триваем как неопределенные известные величины, то обозна- 
чаем их для отличия начальными буквами алфавита а, 6, с, 
4, а неизвестные — последними | 
буквами 5, у, х ит. д. Некоторые ев 
обозначают известные величины 
согласными или прописными бук- Фиг. 1 
вами, а неизвестные — гласными или строчными буквами. 5 

Величины бывают либо положительные, или зке больше, 
чем ничто, либо отрицательные, или же меньше, чем ничто. 
Так, в общежитии имущество можно назвать положительным 
достоянием, а долг — отрицательным. Нодобным же образом 
местное движение тела вперед можно назвать положитель- 
ным, а движение назад — отрицательным, ибо первое движе- 
ние увеличивает длину пути, а второе ее уменьшает. Анало- 
гичным образом, если в геометрии линия, проведенная в 
какую-либо одну сторону, считается положительной, то от- 
рицательной будет линия, проведенная в противоположную 
сторону. Если, например (фиг. 1), АБ проведена направо, 
а ВС налево и АВ считается положительной, то ВС будет 
отрицательной, ибо она, будучи проведенной, уменьшает АБ, 
делая ее короче, как АС, или же ничем, если точка С со- 
впадает с точкой А, или же меньше, чем ничто, если ВС длин- 
нее, чем АВ, от которой ее нужно отнять. Отрицательная вели- 
чина обозначается знаком — , а перед положительной ставится 
знак ---. запись -Е обозначает неопределенный знак, а запись 
-= неопределенный знак, обратный первому.5,7 
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В собрании величин знак —- перед какой-нибудь из них 
выражает, что ее нужно прибавить, а знак —, что ее нужно 
вычесть. Эти знаки мы обыкновенно выражаем словами „плюс“ 
и „минус“. Так, 2--3, или 2 плюс 3, означает сумму чисел 
2 и З, т.е. 5; а 5—3, или 5 минус 3, означает разность, 
возникающую при вычитании 3 из 5, т. е. 2. Далее, — 5-23 
есть разность, возникающая при вычитании 5 из 3 и рав- 
ная —2; 61--3 дает 8. Точно так же а-- 6 есть сумма 
величин 4 и`0; а—6 есть разность, которая возникает при 
вычитании 6 из а, иа—6- с есть сумма этой разности и 
величины с. Если а есть 5, бесть 2 и с есть 8, то а-- В бу- 
дет 7, а—6 будет 3 и а—6--с будет 14. Далее, 2а + За 
есть 5а и36 —2а—6--3а есть 26 -+ а, ибо 36 —6 дает 26 ип 
— 2а-- За дает а, а сумма их есть 26 -а, и так далее. Знач- 
ки фи — называются „знаками“. Если величине не пред- 
шествует какой-либо знак, то перед ней подразумевается 
знак —. 

Умножение в собственном смысле слова есть действие, 
производимое над целыми числами, с помощью которого на- 
ходят новую величину, во столько раз большую множимого, 
во сколько множитель больше единицы. Но за отсутствием 
более подходящего слова умножением называют также. дей- 
ствие над дробными или иррациональными числами, с помощью 
которого ищут новую величину, находящуюся со множимым 
в том же отношении (каково бы оно ни было), какое множи- 
тель имеет к единице. Умножение производится не только 
над отвлеченными числами, но и над конкретными величина- 
ми, как линии, поверхности, движения, веса ит. д., посколь- 
ку эти величины, будучи отнесены как к единице к некото- 
рой известной величине одинакового с ними рода, могут 
выражать и заменять отношения чисел. Если, например, тре- 
буется умножить величину А на линию в 12 футов, причем 
за единицу взята линия в 2 фута, то получится при умноже- 
нии 64, или шесть раз А, так же как если бы А умножа- 
лось на отвлеченное число 6, ибо 6.4 находится в том же 
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‘отношении к А, какое линия в 12 футов имеет к двухфуто- 
вой единице. Аналогичным ‘образом, если требуется перемно- 
жить какие-либо две линии АС и АЛ (фиг. 2), то следует 
принять АВ за единицу, провести ВС и параллельно ей ОЕ; 
при этом умножении произведением будет АЕ, ибо АЕ отно- 
Ссится к АО, как АС к единице АВ.З Более того, в силу 
обычая и образование или описание поверхности посредством 
движения под прямым углом одной линии вдоль другой так- 
же называется умножением этих двух линий. Это объясняется 
тем, что, хотя сколько бы ни умножать какую-либо линию, 


А В 


Фиг. 2 Фиг. 3 


‘она не станет поверхностью, и, значит, подобное образование 
поверхности с помощью линий весьма отлично от умножения, 
но между этими действиями ‘имеется некоторое сходство. 
Именно, при умножении числа единиц в одной из линий на 
‘число единиц в другой линии в произведении получится от- 
влеченное число единиц, содержащихся в поверхности, обра- 
зуемой этими линиями, если только единица поверхности 
определена по обыкновению как квадрат, стороны которого 
‘суть линейные единицы. 

Если, например, прямая АВ (фиг. 3) состоит из четырех 
единиц, а АС — из трех, то прямоугольник АЛ будет состоять 
из четырежды трех, или же двенадцати, квадратных единиц, 
как это видно из чертежа. Такая же аналогия имеется меж- 
ду телом и произведением трех величин. Поэтому-то слова: 
провести (Часеге), размер, прямоугольник, квадрат, куб, 
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измерение, сторона и другие, являющиеся геометрическими тер- 
минами, употребляются и в арифметических действиях. Дело. 
в том, что под квадратом, или прямоугольником, или же ве- 
личиной двух измерений, мы не всегда понимаем поверхность, 
но обычно разумеем величину иного рода, получающуюся 
при умножении двух других величин, и весьма часто при: 
этом линию, получающуюся при умножении двух других ли- 
ний. Аналогичным образом, под кубом, или параллелепипедом, 
или величиной трех измерений, мы понимаем результат двух 
последовательных умножений. Подобным же образом мы: го- 
ворим „сторона“ вместо „корень“, „провести“ (4асеге) вместо. 
„умножить“ ит. д..? 

Число, поставленное непосредственно перед буквой, пока- 
зывает, сколько раз нужно прибавить эту букву к самой себе. 
Так, 2а означает два а, 36 — три 6, 15х означает пятнадцать х. ** 

Записанные подряд две или больше буквы обозначают про- 
изведение или величину, возникающую при взаимном пере- 
множении всех этих букв. Так, аф обозначает произведение а 
на 6, абх — произведение а наб, умноженное на х. Если, на- 
пример, а есть 2, ВБ есть 3 их есть 5, то аб будет 6 и ах 
будет 30. 

Иногда для обозначения произведения между перемножае- 
мыми величинами ставят знак Х, или слово „на“. Так, 
35, или 3 на 5, означает 15. Впрочем, эти знаки употреб- 
ляются главным образом при умножении составных величин. 
Так, если требуется умножить у — 26 на у-- 6, то над каждой 


величиной проводится черта и затем пишут у— 26 Х у-- 6, 
или же у— 26 на уф. и 

Деление в собственном смысле слова есть производимое: 
над целыми числами действие, при помощи которого находят 
новую величину, во столько раз меньшую, чем делимое, во. 
сколько раз единица меныше делителя. Но по аналогии при- 
нято называть делением также всякое действие, при помощи 
которого ищут новую величину, находящуюся в том же от- 
ношении к делимому, какое единица имеет к делителю, каков. 
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бы ни был делитель — дробное или иррациональное число 
или же иная величина любого рода. Поэтому, чтобы разде- 
лить линию АЁ на линию АС при единице АБ (фиг. 2), следует 
провести ЕД параллельно СВ, и линия АР будет частным. 
Более того, в силу некоторого сходства говорят о делении и 
в том случае, когда прямоугольник прилагают к некоторой 
данной линии как основанию, чтобы узнать тем самым его 
высоту. 12 

Запись одной из двух величин под другой, ниже которой 
между ними проведена черта, обозначает частное или же ве- 
личину, возникающую при делении верхней величины на 


6 
нижнюю. Так, — означает величину, возникающую при деле- 
2 
о 
нии 6 на 2, т. е. 3, а 5 величину, возникающую при де- 


[РА 
лении 5 на 8, т. е. восьмую долю числа 5. Далее, > воть 


величина, возникающая при делении а на 6. Если, например, 
а есть 145 и б есть 3, то — будет 5. Точно так же В ов. 
р а-- х 
начает величину, получающуюся при делении а6—66 на 
ах и т. д. Величины такого рода называются дробями, 
верхняя величина — знаменателем, а нижняя — числителем. 
Иногда делитель пишут впереди делимого, отделяя от не- 
го дугой. Так, чтобы обозначить величину, возникающую 
-^на а— 6, можно написать а — 5) "13 
о-РЬ а--Ь 


Хотя обычно запись величин непосредственно друг за 
другом обозначает умножение, но запись целого числа впе- 


при делении 


1 
реди дроби означает их сумму. Так, 3 значит три с поло- 


виной. 

Нри умножении величины на самое себя принято, ради 
краткости, надписывать повыше ее число сомножителей. 
Вместо ааа пишут таким образом аз, вместо аааа пишут а^, 
вместо ааааа пишут а5, вместо ааабб пашут @366, или а36?. 
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Если @ есть 5 и бесть 2, то а3 будет 5Ж5ЖЬ, или 125; а“ 
будет 5х5х5Ж5, или 625; а36? будет БХЬЖ5ЖХах2, 
или 500. Заметьте, что число, написанное между двумя соседни- 
ми буквами, относится всегда к первой из них; например, в за- 
писи 4366 3 означает, что а следует дважды умножить на самое: 
себя, а не то, что нужно взять три раза 66. Заметьте также, 
что говорят, что эти величины имеют столько же измерений 
(41теп510) или такую же степень (рофезфаз уе] 41етиаз), 
сколько в них содержится перемножающихся сомножителей 
или величин; при этом число, надписываемое над буквой, 
называется показателем (1и4ех) ее степени или измерений. 
Например, аа — двух измерений, или второй степени, аз — 
трех измерений, на что указывает приписанное повыше чи- 
сло 3. Величина аа называется также квадратом, а3 — кубом, 
4“ — биквадратом или квадрато-квадратом, 4° — квадрато-ку- 
бом, а8— кубо-кубом, а’ — квадрато-квадрато-кубом и т. д. 
Величина а, последовательные умножения которой на самое 
себя образуют эти различные степени, называется корнем этих 
степеней. Именно, а есть квадратный корень квадрата аа, 
кубический корень куба а и т. д.14 

Так как корень, умноженный на самого себя, образует 
квадрат, этот квадрат, вновь умноженный на корень, обра- 
зует куб ит. д., то (согласно определению умножения) еди- 
ница относится к корню, как корень к квадрату, квадрат к 
кубу и т. д. Поэтому квадратный корень из какой-нибудь 
величины является средней пропорциональной между едини- 
цей и этой величиной; кубический корень является первой 
из двух средних пропорциональных между единицей и этой 
величиной; корень четвертой степени — первой из трех средних 
пропорциональных и т. д. Поэтому корни распознаются по. 
двум их свойствам или признакам: во-первых, они при ум- 
ножении на самих себя образуют высшие степени, а во-вто- 
рых, они представляют собой средние пропорциональные 
между этими степенями и единицей. То обстоятельство, на- 
пример, что квадратный корень из 64 есть 8, а кубический 
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корень есть 4, видно либо из того, что 8 Х 8 дает 64, или 
4ЖАЖА дает 64, либо из того, что 1 относится к $8, как 
Ск 64, или же, в случае кубического корня, из того, что 1 
относится к 4, как 4 к 1би как 16 к 64. Поэтому, чтобы 
извлечь квадратный корень из линии АВ (фиг. 4), нужно 
продолжить линию АВ до С так, чтобы ВС было единицей, 
на АС как на диаметре описать полукруг и в В восстано- 
вить перпендикуляр, : пересекающий круг в О. Так как линия 
ВО есть средняя пропорциональчая между АВ и единицей 
ВС, то она и будет искомым корнем. 

Для обозначения корня какой-либо величины мы ставим 
перед ней в случае квадратного корня знак У, в случае ку- 
бического корня У3:, в случае корня 
четвертой степени У4: и т. д. Так, У 64 
означает 8, а УЗ:64 означает 4; Уаа 
есть а; У ах означает квадратный корень 
из ах; У 3: 4ахх есть кубический корень А в с 
из дахх. Если а есть 3 и 2 есть 12, то 
уУах будет У36, или 6, а УЗ: 4алх Фиг. 4 
будет УЗ: 1728, или 12. Когда такие корни извлечь невоз- 
можно, их называют иррациональными величинами (например, 
Уах) или иррациональными числами (например, У 12). 15 

Некоторые ученые для обозначения квадрата употребля- 
ют знак {фи для куба с, для квадрато-квадрата 44, для 
квадрато-куба ас и т. д. Чтобы выразить квадрат, куб, би- 
квадрат и т. д. А, они соответственно написали бы Аа, Ас, 
А 44 ит. д., а для кубического корня из а66 — 13 написали 
бы Ус: 266 — 13. Другие ученые применяют иные знаки, но 
они уже почти вышли из употребления. 

Знак = выражает равенство стоящих по его сторонам ве- 
личин.!6 Так, х — 6 означает, что х равен 65. 

Знак :: выражает, что величины, стоящие по его сторонам, 
пропорциональны. Так, а+6::с.-@4 означает, что а относится 
к 6, как ск 4. Запись а.б-е::с.@.] означает, что а, 6 
ие относятся между собой соответственно, как с, @ и |, 


О 
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или же, что равны отношения величин акс. фк Чи 
еек ]." 
Смысл других знаков, составленных из выше приведен- 


3 
ных, не трудно будет понять по аналогии. Так, —; 9166 03- 


а а — 
начает три четверти 4356; 3— означает трижды —; ТИ ах семь 
[3 [Я 


— а а, бее 
ИУ чх; — т означает произведение х на —; —^—_ 23 означает 
Ь 4а -- 9е 
бее 
произведение 23 на ————, т.е. на частное от деления 5ее 
4а —- 9е 
2а3. „— — ., 2а3 7Уах 
на 4а -| 9е; И а2 означает Иах, умноженный на —_; 
С С С 
— ЗаУ сх 
есть частное от деления 7ТУах на с; — ^’° есть частное 
2а РУ сх 


от деления За сх на сумму величин 2а -|- | сх. Точно так же, 
1х“ —х 


ах 
, Зах? — 23 
сумму а-- х; а ———— есть корень из этого част- 


есть частное от деления разности Зах — 43 на 


ах 
Зах? — 23 
ного. Далее, (2а -Р 3е) аа. означает произведение 
а х 


корня из того же частного на 24а -- 3с. Аналогично, 
1 
и 1 а? + $2 означает корень из суммы величин ол и 62; 
4 


1 1 
24 —- Из а? —- 6? означает корень из суммы величин 


1 1 Ра 1 Л 

^^ >. 2. _^ о 

о а и И зе: я Изену ге 
2а3 


а?— 3? 


есть тот же корень, умноженный на ‚ит. д. 


Заметьте, что в случае таких составных величин нет 
надобности ‘уделять 0с0бое внимание значению отдельных 
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букв; достаточно понимать вообще, что, например, 


1 1 22 о означает корень суммы 1 а 
ау зе р у 5 -- 


4 
+и/ Ее О, какова бы ни была эта сумма, если бы 


вместо букв были поставлены числа или линии. Точно так 


1 1 12 2 
а 2 8 
а— И аб 


1 
чает частное от деления величины 1а | и де —|- 52 
2 


ке достаточно понимать, ЧТо озна- 


на величину а — У аб, причем эти величины рассматриваются 
как простые и известные; мы можем и не знать, каковы их 
значения, и не уделять особого внимания составу или значе- 
нию их отдельных частей. Я считал нужным предостеречь 
об этом, чтобы начинающих не отпугнула в самом` начале 
сложность членов, входящих в величины. 
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Сложение не слишком сложных чисел — действие очевид- 
ное. Так, с первого взгляда ясно, что 7 и 9, или 7-9, 
дают 16 или что 11-15 дают 26. Однако когда числа слож- 
нее, их для сложения следует подписывать друг под другом 
‚и находить сумму каждого из столбцов отдельно. Например, 
чтобы сложить числа 1357 и 172, запишите одно из них, 
скажем 172, под другим, 1357, так, чтобы единицы одного, 
т. е. 2, стояли в точности под единицами другого, т. е. 71, и 
чтобы другие числа в одном стояли в точности под соответст- 
вующими им числами в другом, т. е. десятки под десятками, 
т. е. 7 под 5, и сотни под сотнями, т. е. 1 под 5. 


2 Ньютон. Всеобщая арифметика 
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Далее, начиная справа, скажите: 2 и 7 дают 9, что 1357 

запишите ниже. Затем, 7 и5 дают 12. Подпишите по- 172 
следнее число 2 и удержите в памяти первое, т.е. 1, с 1529 
тем чтобы прибавить его к двум следующим числам, т.е. 
Зи1. Далее скажите: 1 да 1 дают 2, что в сумме с 3 дает 5, 
и 5 подпишите внизу. Теперь остается лишь 1, первая цифра 
верхнего числа, которую также следует записать внизу, после 
чего вы и получите сумму 1529. 

Чтобы сложить в одну сумму числа 87899 —- 13403 - 885 -- 
—--1920, запишите все их друг под другом, так, чтобы в одном 
столбце оказались все единицы, в другом — десятки, в тре- 
тьем — сотни, в четвертом — тысячи и т. д. 

Затем скажите: 5 и 3 дают 8 и 8-9 дают 17. Запишите 7 
внизу и прибавьте 1 к числам следующего столбца, 
говоря: 1 -- Здают 9, 9 -- 2 дают 11 и 11 -Е 9 дают 20. 87 899 
Запишите внизу 0 и продолжайте, как и ранее: 2 | 8 13 403 
дают 10, 10-9 дают 19) 19-4 дают 23 и23 8 1 920 
дают 31. Удерживая в памяти 3, запишите 1 внизу и ___ 885 
скажите, как и ранее: 3 -- 1 дают 4, 4--3 дают 7, 10% 107 
7-- 7 дают 14; запишите поэтому внизу 4 и, наконец, 
скажите: 1-1 дают 2, а 2-8 дают 10. Запишите 10 
внизу и вы получите сумму всех этих чисел. 

Сложение десятичных дообей производится таким же 
образом, как можно видеть из следующего примера: 


630,953 
51,0807 
305,37 


987,4037 


При сложении алгебраических членов складываемые вели- 
чины с их знаками соединяют вместе и затем объединяют те, 
которые могут быть объединены. Так, д и 6 дают аб; аи 
—6 дают а—6; —аи — 6 дают —а— В; 7а и 9а дают 16а; 
—аУИ а и У дают— аУИас -Е 6 Уас, или ВУ ас —а Уас, 
ибо порядок, в котором пишутся слагаемые величины, 6без- 
различен. 
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Положительные величины, составленные из одинаковых 
букв, объединяются путем сложения коэффициентов при этих 
буквах. Так, 7а Г Эа дают 16а; 116с | 156 дают 266е. Точно. 


так же 3— -- 5 — дают 8— а2Уж--7Уа дают 9 Иас. 
С С С 


Далее, 6У а — 1? + ТУ а — 1? дают 13 Уф —1?. Аналогич- 
но, 6 УЗ ТУЗ дают 13 УЗ. Затем, а/Иае--РУас дают 
(а-РЬ) Уас, причем а и $ складываются, как если бы они 


были числовыми множителями |ИУас. Таким же образом 
— -8 _ ^^3 
(2а + 36) И “= ЕВЕ | 3а и дают (5а-- 36) Х 
< а НЯ 
хи "== ‚ ибо 2а--3с и За дают 5а-Ё 3с. 


ах 


Положительные дроби с общим ‘знаменателем соединяются 
., 1 2 3 
путем сложения их числителей. Так, = —- — дают =} 
2ах Зах бах. —8аУ сх 17а У сх 25а сх 
9 дают 962; + 


а Дают 
Ь Ь Ь 2а Ус 32а + Ус 2а--Усх ' 
о 2 

22 дают “8. 

[ [ ( 


Отрицательные величины складываются так же, как поло- 
— дах —141 ах 
И —_—_—_—_—ц_—_Ц_ 


Ь Ь 
—15 ах 
^^; «Уи Уах дают (—а —5) Уах. Если же нуж- 
но сложить отрицательную величину с положительной, то 


следует уменьшить положительную на отрицательную. 18 
11ах —4ах 
и 

Ь 


жительные. Так, —2 и —3 дают —5; 


дают 


Например, 3 и —2 дают 1; 


дают ^®; — а ас 


и 6У ас дают ($ — а) | ас. Заметьте, что когда отрицательная 
величина превосходит положительную, то сумма будет отри- 


— 11 ах ват — 7а 


цательной. Так, 2 и —3 дают — 1; ‚ И -_ Дают я -; 
Ь 


2Ужи —ТУас дают — БУ ас. 
2* 
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При сложении большего числа величин или более сложных 
величин удобно следовать порядку действий, указанному 
нами ранее при сложении чисел. Если, например, требуется 
сложить. 17ах — 14а -- 3, 4а -- 2 — 8ах и 7а —9Эах, то подпи- 
шите их столбиками друг под другом, так, чтобы наиболее 
сходные члены стояли в одних и тех же столбцах. Таким 
образом, в одном столбце будут стоять числа 3 и 2, в другом 


буквы — 14а, 4а и 7а, наконец, в третьем будут находиться 
буквы 17ах, — Зал и — Зах. Затем я склады- 
‚ ваю члены каждого столбца отдельно, говоря: о ЛЯНЕ 
‚  — 8ах а 
2 и 3 дают 5, что и подписываю ниже. Далее: _ 9аж--. 70 


7Таи 4а дают 11а, а вместе с —14а дают 
— За, что я снова пишу внизу. Наконец, — 9ах 
и — 841 дают — 17ах, а вместе с 17ах дают 0. Таким образом, 
сумма. будет —За 5. 19,20 

Так же решаются следующие примеры: 


* — За №5 


122 + 74а пе уз 1 
7х -- 9да 156е 22 У ас 6 5 
о ия 11ах — 2 
19х -- 16а 2656 —5 У ас + РУЗ 
ах — 3 
т 3 — 
|, УЗ - 5 
ай 3 
-- а у- 243 — — боя 
— 241? — да? 3 5 
— 249 РУ а + 523 +7 
319142 —— а? — 
у?--2ау о Фу $ 
] ру 523 — 65*-- —х 
0—3 ут — 
5“ —- 2а23 
1 —_—_ 
— 324 — 2429 -- 8 аз У а 2 
— 24 | 5х3 — 2043 | а? — 


1 —__ 
4—7 а/ а? —- 22 


+ | 6 | а3У а? -| 12 — 204 У @— 2. 
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Отыскание разности не слишком сложных чисел — дейст- 
вие очевидное. Например, ясно, что если отнять 9 от 17, то 
останется 8. В случае более сложных чисел вычитаемое число 
при вычитании подписывают под тем, от которого его нужно 
отнять, а затем вычитают нижние цифры от соответствующих 
верхних. Так, чтобы вычесть 63 543 из 782 579, подпишите 
63543 под 782579 и скажите: 3 из 9 дает в остатке 6, что и 
запишите внизу. Далее, 4 из 7 дает в остатке 3, что 


- 782579 
также запишите внизу. Далее, 5 из 5 дает в остатке 0, (45,3 
который следует также записать внизу. Теперь следует 588 


отнять 3 от 2; так как, однако, 3 больше, чем 2, то 
вам нужно позаимствовать единицу у ближайшей цифры, 
т.е. у 8: эта единица вместе с 2 дает 12, от чего можно 
отнять 3; при этом в остатке получится 9, что опять-таки 
следует записать внизу. Теперь от 8 нужно отнять, кроме 6, 
еще 1; поэтому прибавьте 1 к б и отнимите от 8 сумму 7, 
останется 1, которую опять-таки запишите внизу. Наконец, 
так как отнимать от верхней цифры 7 в нижнем числе боль- 
ше нечего, то запишите внизу 7 и вы получите разность: 
719036. 

Нужно особо следить за тем, чтобы цифры вычитаемого’ 
были подписаны на однородных местах, т. е. чтобы единицы 
вычитаемого были подписаны под единицами уменьшаемого, 
десятки под десятками; точно так же десятые доли под деся- 
тыми долями и т. д..—как мы это показали уже, говоря о 


‘сложении. Так, чтобы вычесть десятичную дробь 0,63 из 
547 


целого числа 547, их следует расположить не так: ’сз, но так: 
э 
и бз» © тем чтобы нуль. (стс! аз), занимающий в десятичной 
3 


дроби место единиц, был помещен под единицами другого 
числа. Затем, представляя себе, что на пустых местах верхнего 
числа стоят нули, скажите: 3 от О отнять нельзя, поэтому 
нужно занять 1 на предыдущем месте, это‘даст 10, от чего и 
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нужно отнять 3; это даст 7, что и следует записать внизу. 
Далее, заимствованная 1 вместе с б дает 7, и это следует 
вычесть из верхнего 0, и так как это невозможно, то нужно 
вновь позаимствовать на предыдущем месте 1, чтобы полу- 
чить 10; вычитая теперь 7 из 10, вы получите в остатке 3, 
что и запишите внизу. Складывая заимствованную 
1 с0 и вычитая сумму 1 из 7, вы получите в остатке 6, 547 
что опять-таки запишите внизу. Припишите, наконец, 0,63 
внизу две цифры 54 (ибо из них вычитать больше 546,37 
нечего) и вы получите остаток: 546,37. 

Для упражнения мы приведем здесь еще несколько при- 
меров как с целыми, так и с десятичными дробями. 


1673 1673 458074 35,72 46,5003 308,7 
1541 1580 9205 14,32 3,078 25,74 


———————————ж—_ —— 


432 93 448869 24,40 43,4223 282,96 


Если от меньшего числа нужно отнять большее, следует 
отнять от большего меньшее и к остатку приписать отрица- 
тельный знак. Так, если требуется отнять 1673 от 1541, то 
я, наоборот, отнимаю 1541 от 1673 и перед остатком 132 
ставлю знак —. 

При вычитании алгебраических членов соединяют вели- 
чины, Переменив предварительно знаки всех вычитаемых 
величин, и затем объединяют те, которые могут быть объеди- 
нены, как это делалось при сложении. Так, вычитание -|- 74. 
из-— 9а дает в остатке - 9а —7а, или 2а; — 7а из -—- Эа 
дает | 9а -|- 7а, или 16а; | 7а из —9а дает — Эа— Та, или 
— 16а; а — Таиз —9а дает —9а -+ Та, или — 2а. Аналогично, 


3 — из 5— дает 2—; 7У ас из 2Уас дает —5Уас. Далее, ы 


5 3 И 3 7 — 2ах Зах 

из -—— дает в остатке —; — — из — дает —; из —^ дает 
9 9 7 7 7 | 

5ах 8аУ сх 17а У сх 25а сх а? рх 

—; З дает из — дает 


РАМ И — РАМ =— 
$ 2а --У сх 2а-- У сх 2а--Ус’ с с 
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а из 2а 6 дает 2а--6—а-РЬ, или а- 2%; 
С 


3а2—2?*-- ас из 342 дает 3За2 — За2 + 2? — ас, или 2? — ас; 


8__ р 2 Ь— 2а2 Ь 2аф — а? 
24а? — ар 3 а? -- а дает а? а а? Га ‚ или аф — а 


[4 С [4 [4 
(а—2)Уах из (а 2)Уах дает (а —а-Р2)Уахд, или 
25 У ах и т. д. 

Если величины составлены из большего количества чле- 


нов, то действие можно производить в том же порядке, что и 
для чисел, как это видно из следующих примеров: 


125 -- 7а 156е - 2 Уае 
7х -- да — 14% —- 7Уас 


5х —2а 26е — 5Уа 
523 —- За 11 7 Уз - 2 
7 | 5 
6:2 — 3 т ча 6УЗ — 1 
7 5 
523 — 622 -|- 8 х 71а Уз 8 
7 
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Следует выучить наизусть все числа, возникающие при 
перемножении любых двух чисел, не больших 9, вроде того, 
например, что 5 на 7 дает 35 или же 8 на 9 дает 72 и т. д. 
Умножение больших чисел производится затем с помощью 
правил, ясных из следующих примеров. 

Чтобы умножить 795 на 4, запишите, как это здесь пока- 
зано, 4 под 795. Затем скажите: 4 на 5 дает 20 и запишите 
последнюю цифру 0 произведения под числом 4, а первую 
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цифру 2 удержите в уме для следующего действия. Далее 
скажите: 4 на 9 дает 36; к этому прибавьте удержанные 2, 
и сумма будет 38. Припишите, как и ранее, внизу по- 


795 
следнюю цифру 8 этого произведения и удержите в уме , 
первую, 3. Наконец, скажите: 4 на 7 дает 28; к этому 5186 


прибавьте удержанные 3, и сумма будет 31. Если запи- 
сать внизу 31, то вы получите число 3180, возникающее при 
умножении 795 на 4. 

Если требуется умножить 9043 на 2305, напишите, как и 
ранее, одно из этих чисел, скажем 2305, под другим, 


9043, и прежде всего умножьте, как было уже пока- р 
зано, верхнее число 9043 на 5; в произведении вы — 
получите 45 215. Затем умножьте на 0, что даст 0000; ии 
потом на 3, что даст 27 129, и, наконец, на 2, что 07199 


даст 18 086. Все получившиеся числа подпишите друг — 18086 
нод другом с тем, чтобы последняя цифра каждой 90844115 
низшей строки стояла на одно место влево от послед- 
ней цифры ближайшей верхней строки. Наконец, сложите все 
эти числа и в качестве произведения 9043 на 2305 получится 
число 20 844 115. 

При умножении десятичных дробей на целые или на дру- 
гие десятичные дроби действие производится так же, как вы 
можете видеть из следующих примеров: 


72,4 50,18 3,9025 
29 2,75 0,0132 
6516 25090 78050 
1448 35126 117075 
——— 10036 39025 
2099,6 — —_ 
13%,9950 0,05451300 


Заметьте, что в получающемся числе всегда должно быть ` 
отделено с правой руки столько же десятичных цифр, сколько 
их имеется в обоих сомножителях вместе. Если в произведе- 
ний для этого случайно нехватит цифр, то недостающие места 
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должны быть заполнены слева нулями, как в третьем из при- 
веденных примеров. 

При умножении простых алгебраических членов числа 
умножаются на числа и буквы на буквы и произведение 
берется положительным, если оба множителя положительные 
или оба отрицательные, в противном случае оно берется 
отрицательным. 

Так, 2а на 36 или же — 2а на — 36 дает -- 664, или —— баб, 
ибо порядок расположения букв безразличен. Далее, — 2а на 
—- 36 или же 2а на —36 дает — 646; 2ас на 86сс дает 1бабссс, 
или 164663; 7Тах° на — 124? 1? дает — 84а32%; — 16су на 3143 
дает — 496асу“; — 42 на — ЗИ а2 дает 125 У 22. 'Точно так же 
3 на —4 дает —12, а —3 на —4 дает 12. 


При умножении дробей их числители умножаются на чис- 


5 10 
лители, а знаменатели на знаменатели. Так, > на дает 35° 
— на -^ дает “;2-^ наЗ — дает 6Х— Х-^ или 6 =; 
|, 4 ра Ь а |, 4 ра 
Засу 7су? 21 ас? уз а ЗУ а= 122 аз 
—^ на — т; —— на— дает ———; 
2ЬЬ 463 86° с С 


а С о аз 2 6 
—х на — 4? дает — 23. Далее, З на — дает —, в чем мож- 
ГИ) а Ба 5 5 


3 
но убедиться, если придать 3 вид дроби - со знаменателем 


15а2 30а35 
единица. Аналогично, на 2а дает 
С С 


ар а 
попутно заметьте, что — и —6 — одно и то же, так же как 
С С 


. В связи с этим 


` 


о би 8 а У и * 8 Уст ит. д. 
С С с [92 а 
Радикальные величины с одинаковым показателем, т. е. 
два квадратных корня или два кубических корня, или два 
корня четвертой степени и т. д., перемножаются посредством 
перемножения их членов под одним общим знаком радикала. 


Так, УЗ на УБ дает У15; Уа6 на Ус@ дает Уабеа; 
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— 


3 3 3 — —5 —5- 
_ —__- —_А 3 2 47.2 
У 5ау? на ИУ 7ау2 дает У 354235; |7 на | Е дает у Г, 

С С 


с? 
а? 


е. —; 2аУа2 на 36 Уаз дает 646 У ва22, т. е. 6а26з; 
С 


3х? 2х 6.3 6.3 АхУ а 
—— на —-—_ дает — ——_-, или — — ‚а — на 
Ус ас ` У а? ас 7а 
34? У 5сх дет 1242х У Бафсх 
10с2 70а? 


При умножении величин, состоящих из нескольких частей, 
все части одной величины умножаются на все части другой, 
как это было показано при умножении чисел. Так, с —х наа 
дает ас — ах; а? —- 2ав—6с на а— 6 дает а3-- 2а2е — а26 — 
—3а6с —— 6?е. В самом деле, а? -- 2ас — 6с на — 6 дает — а26 — 
—2афе-- 62 и а? 2ас — с на а дает а3-Ё 2а% — абс, а сумма 
этих двух величин есть а3 —— 24% — а?6 — Забе -- 5%. 

Ниже приводятся этот и другие примеры такого рода 
умножения: 


ре а--ь а--Ь 
ов а “—ъ 
— 226 -— Зафе | № ар -|- 5? 2 
—- а3-|- 2а7с — 46 а?-- аб Ре —? 
аз-|-- За — а? — Зафе > 67 а? 2а6 —- 65? а * в 
1 3 
р = 
9 с с 
у? — 2ау -- а? а? 
а6? 
НРА За —^ 
-- а?чу? = 2а3у — > а И" _ 
__ 24/3 __ ЧУ аз 2ах а” __ и” 
-РУ--2ау — ау? я | 
2 — ба?х 3 КА 
— За 
4 % __ 1 20 3 _1 4 С С 
9 3 5 а?у?-|- Заз а 


}——мммрдРБрр  ]ръъщъъ 
ба? аз Зах ар? а? 
за ЕЛИ ——— 
с с с с с 
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При делении чисел ищется, сколько раз делитель содер- 
жится в делимом, и делитель столько же раз вычитается из 
делимого, а в частном пишется столько же единиц; это дей- 
ствие повторяется столько раз, сколько раз можно вычесть 
делитель из делимого. 

Так, чтобы разделить 63 на 7, выясните, сколько раз 7 
содержится в 63, и в частном получится точно 9; следова- 


63 
тельно, —^ равно 9. Чтобы разделить 371 на 7, напишите 


делитель 7 впереди 371 и, начиная с первых цифр делимого, 
скажите: сколько раз самое большее 7 содержится 7) 374 (53 


в 37? Ответ будет: 5. Запишите в частном 5 и 35 
вычтите 5х7, или 35, от 37. В остатке получится 2, Ел 
рядом с чем запишите последнюю цифру делимого, 21 
т. е. 1. Вы получите при этом остаток делимого 0 


21, над которым будет произведено следующее действие. Ска- 
жите, как и ранее: сколько раз 7 содержится в 24? Ответ 
будет: 3. Записав в частном 3, отнимите 3ЖХ7, или 21, от 
21; в остатке будет 0. Отсюда ясно, что при делении 371 на 
7 получается в точности 553. 

Чтобы разделить 4798 на 23, начните с первых цифр 47 
и скажите: сколько раз 23 содержится в 47? Ответ будет: 2. 
Запишите в частном 2 и от 47 отнимите 2Ж23, или 46. 
Остаток есть 1. Припишите рядом с ним следующую цифру 
делимого, т. е. 9, и вы получите для дальнейших вычислений 
19. Скажите теперь: сколько раз содержится 23 в 19? Ответ 
будет: 0. Запишите поэтому в частном 0 и из 19 вычтите 
ОХ 23, или 0. В остатке будет 19. Припишите к 19 носледнюю 
цифру 8, что даст для дальнейших выкладок 198. Скажите 
теперь: сколько раз 23 содержится в 198 (что можно сообра- 
зить, рассматривая первые цифры обоих чисел и учитывая, 
сколько раз 2 содержится в 19)? Ответ будет: 8. Запишите 
поэтому в частном 8 и от 198 отнимите 8Ж23, или 184. 
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В остатке будет 14, что и нужно 23) 4798 (208,6086 и т. д. 


будет делить далее на 23. Таким об- 36 _ 

ЛА 198 
разом, частное будет 208 55 Если 184 

14 140 

не желательно иметь дело с дробью -.. , 138 
то вы можете продолжать деление при 200 
помощи десятичных дробей сколько 18% 
угодно, всякий раз приписывая рядом 160 


с остатком нуль. Так, рядом с остатком 14 я ставлю 0 и полу- 
чается 140. Теперь скажите: сколько раз 23 содержится в 
140? Ответ будет: 6. Запишите поэтому в частном 6 и от 140 
отнимите 6.23, или 138, останется 2. Присоедините к это- 
му, как и ранее 0 и, продолжая таким образом действие 
сколь угодно далеко, вы получите под конец в частном 208,6086 
ит. д. | 

Аналогично делится десятичная дробь 3,5218 на десятич- 
ную дробь 46,1, что дает в частном 0,07639 и т. д. При 


этом заметьте, что в частном должно быть 46, 1) 3,5248 (0.07639 


отделено столько десятичных знаков, на 3 297 
сколько их больше в последнем делимом, 0,2948 
чем в делителе. Так, в настоящем примере 0,2766 
делитель 46,1 содержит один десятичный 0.01820 
знак 1, а последнее делимое, т. е. 0,004370, 0.01383 
содержит их шесть; поэтому в частном их 0.004370 


должно быть пять. 


Для пояснения мы приводим здесь еще несколько при- 
меров. 


9043) 20844445 (2305 72,4) 2099,6 (29 
18086 1448 
27584 6516 
27129 6516 
45245 0 
45245 
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50,18) 137,995 (2,75 0,0132) 0,051543 (3,9095 
10036 396 
37635 0,04491 
35126 1188 
25090 0, 0000330 
25090 264 
0 0,00000660 
660 
0 


Деление алгебраических членов производится при помощи 
разложения того, что соединяется при умножении. Так, аб, 
деленное на а, дает в частном 6. Далее, баб, деленное на 24, 
дает 36, а деленное на — 24, дает —36; —баб, деленное на 
2а, дает — 3, а деленное на — 2а, дает 36; 16а6сз, деленное 


на 2ас, дает 86?; — 844314, деленное на — 124252, дает Тат’. 
6 2 3 ас | 

Аналогично, —, деленное на —, дает —; —, деленное на 
35 5 7` ра 

“ дает ^; 21 поленное на Засу дает — 729% .б, де 

ь’^ 4’ 855 ’ 2ъ2 ' 4375’ 


5 
2 6 2` 
ленное на 3, дает =; а =) деленное, наоборот, `на 5 Дает 


3 30а3= 15а25 15а2; 
— , или 3;-———, деленное на 2а, дает ‚а ‚ деленное 
1 с2 с? с2 


а . Затем 15, деленный на |3, дает У5; 


202 


на 2а, дает 
У а, деленный на Ус@, дает Уаф, а деленный на У а, 
3 
дает са; Уа3с на Уас дает Уа?, или а; )/ З5а?уз2, сделен- 
. 3 __ 3 —__ пар 5 
ный на ]/504?, дает У7ауз; и ——, деленный на о 
: С [97 
46? 1242х У 5аф 27 5сх 
дает —; 12422 У Бася ‚ Деленное на — За У 5х ‚ дает 
- С 70ае? 10е2 
__ 427 а 


—. Аналогично, (а-—- 6) ах, деленное наа -№ $, дает Уал, 
а 
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————дд = д—д-А-..Ц[.юыЫы- 


а деленное, наоборот, на Уах, дает а -|- 6. Далее, —5И 22 
Я 


1 —- 
деленное на > дает аУах, а деленное на а, дает 
[91 


4 — ах а — ах 
—— Уах, или . Наоборот, ——— И ах, деленное на , 
а-|-6 а-ь а--6 а-ть 
дает а. При всех этих делениях следите за тем, чтобы делить 
друг на друга величины одного рода, т. е. числа на числа, 
буквы на буквы, радикальные величины на радикальные 
величины, числители дробей на числители, знаменатели на 
знаменатели и т. д.; кроме того, при делении числителей, 
знаменателей и радикалов величины какого-либо рода сле- 
дует делить лишь на однородные с ними. 

Если делимая величина не может быть разложена таким 
образом при помощи делителя, то в случае, когда обе вели- 
чины целые, достаточно подписать делитель под делимым, 
отделив их чертой. Так, чтобы разделить аб на с, напишите 


(а-- 5)Усх 
а 7 


аб — 
—, а чтобы разделить (а Г 6) Усх на а, напишите 
[Я 


или 222 У сх. Аналогично, У ах — ?, деленный на ]/сх, дает 
Уах— 2? ах — 11 р — о 
——__^_, или и; (а? -Р аб) У а*—22?, деленное на 
У < сх 
——___ 2 а —_ 2 — 
(а — В) Уа? —1?, дает И .А 12У5, деленное 
Ц, 


на 4 УТ, дает 3 / т. 


а? — 2? 
Если же эти величины дробные, умножьте числитель де- 
лимого на знаменатель делителя, а знаменатель на числи- 
тель, — первое произведение будет числителем частного, а 


Ц, [Я 
второе его знаменателем. Так, чтобы разделить - на: на- 


а4 
пишите —_, т. е. умножьте а на фи на с. Подобным же 
( 
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3 5 12 За — 
образом, -_› деленное на -_, дает —. Далее, — У ах, делен- 
С 


15а2 „/- У а — 
‚ Ух, а деленное на ^^^, дает 
[6 


8 ба У ах 


аф [ 
. Точно так же = деленное на с (лы на =) 


2с 

ное на — ,‚ дает 
5а 

15азт 


$62 и а? — 5? 


| 4 3 
дает ; ас (то 7) ‚ деленное на = дает =; >, деленное 
С а 


3 5 12 | — 
на 5, дает 52; 3, деленное на г, дает =. Далее, “ + Уст, 
[6 


деленное на а, дает а Исх; («--ВУсх, деленное на ^, 
ас [Я 


— 8 — 9 2 
дает ест. 2 и" ‚ деленное на 3 У са, дает Е 
д С С 


са 2 423 1 7 
а деленное на 3 — , дает — —.А — —, Деленное 
х 3 с?4 5 14 
на 2 3 дает 2 19 ит. д 
2 7’ 5 33 а 


При делении величины, составленной из нескольких чле- 
нов, делят на делитель каждый из ее членов. Например, 


7:2 
а? —|- Зах — 12, деленное на а, дает а + 3х —-—. Когда дели- 
© 


1 


тель также состоит из нескольких членов, действие произ- 
водится в том же порядке, что и при делении чисел. Так, 
чтобы разделить 43 -|- 2а2с — а? — Забе | 62 на а—6, ска- 
жите: сколько раз а содержится в а3, т. е. первый член 
делителя в первом члене делимого? Ответ будет: а?. Запишите 
поэтому 4? в частном. Вычтя затем из делимого произведение 
частного 4? на а—6, или же а3 — а?6, вы получите остаток 
2а2с — Забс —- 62, который надлежит делить далее. Спросите 
снова: сколько раз а содержится в 2476? Ответ будет: 2ас. 
Запишите поэтому в частном 2ас и вычтите из предыдущего 
остатка 246 на а—6, или 24?с — 2а6с. В остатке теперь 
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будет — абс -—- 6%. Снова спросите: сколько раз содержится 
а в —а6с? Ответ будет: —6с. Запишите в частном — 6. 
Если вычесть напоследок —66 на а—6, т.е. — абе —| 6%, 
из последнего остатка, то более’ ничего не останется. Это 
означает, что деление доведено до конца и что частное есть 
а? Г 2ас — 6с. 

Чтобы придать этим действиям ту форму, которую мы 
употребляли при делении чисел, члены ‘делимого и делителя 
следует расположить по измерениям той буквы, которая 
кажется наиболее подходящей для действия. На первом 
месте нужно поставить члены, в которых эта буква имеет 
наивысшее измерение, на втором месте — члены, в которых из- 
мерение той же буквы, ближайшее по порядку, и так далее, 
зплоть до членов, в которых эта буква вовсе не содержится 
или не входит множителем, и которые следует поставить на 
последнем месте. Если в только что приведенном примере 
расположить члены по измерениям буквы а, то ход действий 
можно будет представить следующей схемой: 


а — 5) аз -- р — Зафе -—- 62 (а? -- 2ас — 6с 


26 
а3 — а26 
0-- 24% — Забс 
-- 242 — 2аЪс 
09 — ое с 
— абе -- 52° 
0 0 


Как здесь видно, член 43, или а в трех измерениях, за- 
нимает в делимом первое место; члены 247 и — а?6, в кото- 
рых @ имеет два измерения, занимают второе место и т. д. 
‚Делимое можно было бы записать еще в таком виде: 


-— 26 
аз ; а? — З6са —- 6%. 
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Здесь члены, стоящие на втором месте, объединены посред- 
ством объединения множителей буквы, по измерениям кото- 
рой расположена величина. Если бы члены были расположены 
по измерениям буквы 6, то действия следовало бы вести по 
нижеследующей схеме, объяснение которой приведено непо- 
средственно вслед за нею: 


сб? — (Зас -|- а?) 6 -- аз - 2а% | —В-а 
сб? — Бас | — бе 26 а? 
0 — Сае-На)Ь раз-- 2ас 
— (Зас | а?) Б-|- 2а7с -- аз 
0 0 


Скажите: сколько раз —6 содержится в с6?? Ответ будет: 
—с6. Записав поэтому в частном —сб,вычтите (—6--а)х(—с6), 
или с6? — афе. На втором месте получится в остатке (— 2ас — 
— а?) 6. Прибавьте, если хотите, к этому остатку величины, 
стоящие на последнем месте, т.е. 43 -—-2а2с, и скажите снова: 
сколько раз—6 содержится в (—2а6 —а?)6? Ответ будет: 
2ас | а*. Записав эти величины в частном. вычтите—6 а, 
умноженное на 2ас | а*, или (— 2ас — а) 6 -|- а3 | 2а?е, и в 
остатке ничего не останется. Из этого ясно, что деление за- 
кончено и что частное, как и прежде, есть — 6с -- 2ас | а?. 

Чтобы разделить 242“ — а2с4 —- ус“ | 16 — 2146? — 46 — 
— 24452 — 94? на у’ — 4*—с*, я располагаю величины по 
измерениям буквы у следующим образом: у8 | (а? — 262) у4 -- 
- (с*— а^) у? — (а2с4 -- ав | 24*с?). Затем я произвожу деление, 
как это показано в приводимой схеме: 

В 1 — а? — 6? 
у8 —- (а? — 262) у* -| (с* — а4) у? — а?с4 — а8 — 2446? | Иов 
ув — (а? - <) у --- 44 -- ас? 
-- 2 а? — с) у* — (214 -- ай? — с*) у? 
| (44 -- 4262) у? — а8 — 2046? — а2с% 


0 0 


3 Ньютон. Всеобщая арифметика 
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Здесь приведены еще другие примеры. Относительно них 
следует заметить, что если измерения буквы, по которым 
расположена величина, не всюду следуют в одной арифмети- 
ческой прогрессии, но в некоторых местах обрываются, то 
недостающие места отмечены знаком *. 


а? * — 62 а 


а? - аб а—ь 
0 — аб 
— аб — 6? 
оо 


1 1 
4 „ — 33—02 39) — —— а4 
у 3, @*у —- Зазу о“ т — ау а? 
уА— Зауз-- ау? 
4 
0-1 24/3— я а2у? 


-- 2ау3—& а? -р 2а3у 


1 
у? -- 2ау — 5 а? 


1 
0 — о ау —- ау 


1 в 3 а 
о ЧУ тура 


0 0 0 
“оз -- 54 | а2- ав Уз р 
а4 аз Уз - а?5? а? — У 2 -| 6 
— азБУ 2 — а? 
—а3Ъ У 3 — 2422 УЗ 
-- а25? -|- аз У 8 
-- а25? -- абзУ 2 6 
0 0 


Некоторые начинают деление с последних членов, но это 
приводит к тому же, что получится, если, обратив поря- 
док членов, вы начнете с первых. Имеются еще другие спосо- 
бы деления, но достаточно знать наиболее легкий и удобный. 
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Чтобы извлечь из числа квадратный корень, прежде всего 
следует поставить над его цифрами через одну, начиная с 
единиц, точки. Затем следует в частном или в корне 27? 
написать цифру, квадрат которой равен или ближайший по 
недостатку к цифрам или цифре, предшествующим первой 
точке. После вычитания этого квадрата остальные цифры 
корня будут последовательно найдены посредством деления 
остатка на удвоенную величину уже извлеченной части корня 
и вычитания всякий раз из остатка квадрата последней най- 
денной цифры и ее удесятеренного произведения на назван- 
ный делитель. 


Так, чтобы извлечь корень из 99856, расставьте, как 


сказано, точки: 99856. Затем найдите число, 39856 (316 
квадрат которого равен первой цифре 9, т. е.3. 9 
Запишите его в частном и из 9 вычтите 3Х3, 


или 9. В остатке будет 0, рядом с которым за- и 

пишите для следующего действия цифры, пред- 3756 
шествующие ближайшей точке, т. е. 98. Не об- 756 
ращая внимания на последнюю цифру 8, скажите: —_ 


сколько раз удвоенное 3, или 6, содержится в 
первой цифре 9? Ответ: 1. Поэтому, записав в частном 1, 
отнимите от 98 произведение 1х61, или 61. В остатке будет 
37, к чему присоедините последние цифры 56, так что по- 
лучится 3756. С этим‘ числом и нужно теперь провести дей- 
ствие. Итак, снова не обращая внимания на последнюю 
цифру, т. е. 6, скажите: сколько раз удвоенное 31, или 62, 
содержится в 375? (ответ легко сообразить по первым цифрам 
б и 37, посмотрев, сколько раз 6 содержится в 37). Ответ: 6. 
Записав в частном 6, вычтите 6ж626, или 3756. В остатке 
получится О, откуда видно, что действие закончено и что 
корень есть 316. 

Если вам нужно извлечь корень из 22178791, то, пометив 
прежде всего число точками, найдите число, квадрат которого 


3* 
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——.—. 


(если он не может быть точно равен) будет ближайший по 
недостатку к 22— цифрам перед первой точкой. При этом 
вы получите 4, ибо 5Х5, или 25, больше, чем 22, а 4Ах4— 
меньше. Следовательно, первой цифрой корня будет 4. Поэтому, 
записав в корне 4, вычтите из 22 


251787 91 (470943637 ит. д. 
квадрат 4х4, или 16, и к остатку 21787 (+709,43637 и т. д 


16 
припишите следующие цифры 17, — 
Ч 617 
что Дает 617. При делении 617 на 09 
удвоенное 4 вы получите вторую == 
цифру корня. Пренебрегая послед- ри 


ней цифрой 7, скажите: сколько 


000 
раз 8 содержится в 61? Ответ: 7. 6736 
Запишите поэтому в частном 7 
= 3426400 
и от 617 отнимите произведение 7 
2825649 
на 87, или 609; останется 8. 100 
Присоедините- к 8 две следующие 6519196 
цифры 87; вы получите 887, что о 
при делении на удвоенное 477, или 169 
94, даст вам третью ци корня. 
‚д р цифру кор 961281 


Поэтому скажите: сколько раз 94 
содержится в 88? Ответ: 0. Запишите поэтому в частном 0 
и припишите две последние цифры 91. Вы получите 88791, 
что при делении на удвоенное 470, или 940, дает вам последнюю 
цифру корня. Итак, скажите: сколько раз 940 содержится 
в 8879? Ответ: 9. Запишите поэтому в частном 9 и вы полу- 
чите в качестве корня 4709. 

Но так как произведение 9х9409, или 84681, при вы- 
читании из 98791’ дает в остатке 4110, то это показывает, 
что 4709 не является точным корнем числа 22178791, но 
несколько меньше его. Если в этом и других подобных слу- 
чаях вы хотите получить большее приближение к корню, то 
следует продолжать действие при помощи десятичных дробей, 
присоединяя к остатку при каждом действии по два нуля. 
Так, если к остатку 4110 присоединить два нуля, он пре- 
вратится в 411000, что при делении на удвоенное 4709, или 
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9418, даст вам первую десятичную цифру, т. е. 4. Записав 
в частном 4, вычтите из числа 411000 произведение 4 х94184, 
или 376736. В остатке будет 34264. Присоединив справа к 
этому числу еще два нуля, можно продолжать таким обра- 
зом действия сколько угодно; в результате получится корень 
4709,43637 и т. д. 

Когда получена половина или более желательного числа 
цифр корня, остальные цифры можно получить при помощи 
одного деления. Так, если вы хотите в разбираемом примере 
извлечь корень с девятью цифрами, то можно, найдя первые 
пять цифр 4709,4, получить четыре последние, разделив оста- 
ток 34264 на удвоенное 4709,4. 

Допустим, что требуется извлечь корень из 32976 с пятью 
цифрами. Поставив над цифрами точки, запишите в частном 
1, ибо наибольшим квадратом, содержащимся в цифре 3, 
до первой точки, будет 1Х1, или 1. Вычтя квадрат 1 из 3, 
вы получите в остатке 2. Записав рядом с 2 две 32876 (484 59 
следующие цифры, т. е. 29, найдите, сколько | 
раз удвоенная 1, или 2, содержится в 22; при 


2) 229 
этом вы получите, что 2 содержится в 22 более о, 
десяти раз. Но делитель никогда нельзя брать в 56 
равным десяти, а здесь его нельзя взять ) 36 


равным даже девяти, ибо произведение 9х 29, 
или 261, больше, чем 229, из чего это произ- 
ведение нужно было бы вычесть. Поэтому возьмите только 8и, 
записав в частном 8, вычтите из 229 произведение 8х28, 
или 224. В остатке будет 5. Записав рядом с 5 цифры 76, найди- 
те, сколько раз удвоенное 18, или 36, содержится в 57; вы 
получите 1. Записав поэтому в частном 1, вычтите из 576 
произведение 1х361, или 361. В остатке получится 215. 
Наконец, чтобы получить остальные цифры, разделите число 
215 на удвоенное 181, или 962, и вы найдете [цифры 59, 
записав которые в частном, получите корень 181,59. . 
Таким же образом извлекаются корни из десятичных дро- 
бей. Так, корень из 329,76 есть 18,159; корень из 3,2976 


362) 215 (59 ит. д. 
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есть 1,8159; корень из 0,032976 есть 0,18159 ит. д. А корень 
из 3297,6 есть 57,4247; корень из 32,976 есть 5,74247. Точно 


так же корень из 9,9856 есть 3,16, а корень из 0,99856 есть 
0,999279 и т. д. Это видно из следующих схем: 


3297,60 (57,4247 ит.д. 9,9856 (3,16 0,998560 (0,999279 ит. д. 
25 9 81 
10) 797 6) 98 18) 1885 
749 64 1701 
114) 4860 62) 3756 198) 18460 
4576 3756 17904 
1148) 284 (247 0 1198) 559 (279 


Извлечение корня кубического и всех прочих я объединю 
в одном общем правиле, считаясь более с легкостью понима- 
ния дела, чем с быстротой вычислений. В противном случае 
мне пришлось`бы слишком долго задержать внимание нович- 
ков на вещах, применяющихся редко.?3 

Чтобы извлечь из величины кубический корень, следует 
пометить точкой каждую третью цифру, начиная с единиц, 
чтобы извлечь корень пятой степени — каждую пятую цифру 
и т. д. Затем следует написать в частном цифру, степень 
которой (т. е. ее куб, если корень кубический, пятая степень, 
если корень пятой степени, и т. д.) равна или ближайшая 
по недостатку к цифре или цифрам перед первой точкой. 
Вычтя эту степень, вы получите следующую цифру корня, 
разделив остаток, к которому присоединена первая следующая 
цифра данного числа на частное, возведенное в непосред- 
ственно предшествующую степень и умноженное на показатель 
извлекаемого корня, т. е. в случае кубического корня раз- 
целив на утроенный квадрат частного, а в случае корня пятой 
степени — на упятеренную четвертую степень частного ит. д. 
Далее, вычитая снова степень найденного частного из данно- 
го числа, вы найдете третью цифру корня, разделив остаток, 
к которому присоединена первая следующая цифра данно- 
го числа на частное, возведенное в непосредственно предше- 
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ствующую стенень и умноженное на показатель извлекаемого 
корня, и т. д. до бесконечности. 

Так, чтобы извлечь кубический корень из 13312053, сле- 
дует прежде всего пометить, как указано, число точками, 
13312053. Затем нужно записать в частном число 2, куб ко- 
торого 8 наиболее близок по недостатку к цифрам 13, сто- 
ящим перед первой точкой (ибо 13 не есть точный куб). Вычтя 
этот куб, вы получите в остатке 5, к чему присоедините 3, 
первую следующую цифру числа. Вы получите 53, что при 
делении на утроенный квадрат 2, или 12, даст в качестве 
второй цифры частного 4. Но так как 


куб частного 24, т. е. 13824, слишком 13 312 053 (237 
велик, чтобы его можно было вычесть В ТИТ® куб 8 
из цифр 13342, предшествующих второй 12) ост. 53 (& или 3. 


точке, то в частном следует записать  ЗЫЧтите куб 12167 
лишь 3. Помножьте теперь на отдельном 1587) ост. 11450 (7, 
листе бумаги или месте частное 23 на 8"ТИТ8 куб 13312058 
Остается 0 
23 и вы получите квадрат 529, что, 
будучи вновь умноженным на 23, даст куб 12167. Вычтите 
12167 из 13312, остаток будет 1145. Присоедините к остатку 
О — первую следующую цифру данного числа и разделите 
11450 на утроенный квадрат частного 23, т.е. найдите, сколь- 
ко раз ЗХ 529, или 1587, содержится в 11450, и вы получите 
третью цифру частного 7. Частное 237, умноженное на 237, 
даст квадрат, 56169, а этот квадрат, вновь помноженный на 
237, дает куб; 13312053, что при вычитании из данного числа 
дает в остатке 0. Отсюда ясно, что искомый корень есть 237. 
Для извлечения корня пятой степени из 36430820 нужно 
пометить точкой каждую пятую цифру. В частном следует 
записать цифру 3, пятая степень которой 243 есть ближай- 


шая по недостатку к 364, стоящим перед 364 30826 (32.5 


первой точкой. Вычтя эту пятую степень, 043 
243, из 364, вы получите в остатке 124. 405) 1518 © 
Приписав к 121 первую следующую циф- 3554439 


ру числа, т.е. 3, и разделив 1213 на 5942880) 2376388,0 (5 
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упятеренную четвертую степень частного, т. е. найдя, сколько 
раз 5 Х 81, или 405, содержится в 1213, вы получите в каче- 
стве второй цифры 2. Частное 32, трижды помноженное на са- 
мого себя, даст четвертую степень, 1048576, что, будучи вновь 
умножено на 32, даст пятую степень, 33554432, а последнее при 
вычитании из данного числа даст в остатке 2876388. Таким 
образом, 32 является целой частью корня, но не точным кор- 
нем. Поэтому, если вы хотите продолжать действия при по- 
мощи десятичных дробей, то нужно приписать к последнему 
остатку 0 и результат поделить на упятеренную четвертую 
степень частного, т. е. найти, сколько раз содержится в 
2876388,0 число 5 Х 1048576, или 5242880. Это даст 5, тре- 
тью цифру, или первую десятичную долю корня. Вычтя из дан- 
ного числа пятую степень частного 32,5 и разделив остаток 
на упятеренную четвертую степень этого числа, можно было бы 
найти четвертую цифру ит. д. до бесконечности. 

Чтобы извлечь биквадратный корень, вы можете дваж- 


4 2х2 
ды извлечь квадратный корень, ибо У есть то же, что У. 
Если требуется извлечь кубо-кубический корень, вы можете 
сперва извлечь кубический корень, а из него затем квадрат- 
6 3х2 

ный, ибо |/ есть то же, что У — по этой причине некото- 
рые называли эти корни не кубо-кубическими, но квадрато- 
кубическими. Замечание это можно отнести ко всем корням, 
показатели которых не суть простые числа. 

Извлечение корней из простых алгебраических величин — 


вещь очевидная из самого обозначения их. Так, Иа? есть а; 


У 4? с? есть ас; У 9а?с? есть ‚Зас и 49а“ 1? есть 7а?х. Да- 


А У а^ а*. а4 62 а? 9а? 5* 
; — } 5 
с? У 2? с с? с 25 62 


3 
—- 5 5- 4 
2 858 2 52 —5 75 — 
есть Заз ; есть — ; —— есть 2”. Уз? есть Уа6. 
56 9 3 27 аз За 


ОБ ИЗВЛЕЧЕНИИ КОРНЕЙ 4] 


Затем, 6 Иа? с?, или $ на У а? 6?, есть 6 на ас, или аб; 


ры 


9 а? 5? Заз ЭЗасз а|-3Зх 4 2х4 | 
Зе есть Зс —^— ‚или пы есть 
95 62 х 5 ’ 5 ’ с 81 а? 


3 2 рх? 2 афх?-|- 6 63 
а-- 3х фх ‚ или же афх?-- 6х , 
б За 9 ас 


Я сказал, что все эти действия очевидны. Действительно, 
с первого взгляда ясно, что данные величины возникают при 
умножении корней на самих себя (так, 4? получается из а 
над, а? с? — из ас на ас, 9 а? с? — из Зас наЗас ит. д.). Если 
же величины — составные, то действие следует вести в том же 
порядке, что и в случае чисел. Так, чтобы извлечь квадрат- 
ный корень из 4? -|- 2а6 - 65°, прежде всего запишите в ча- 
стном корень из первого члена а?, т. е. 
а, затем вычтите квадрат найденной ве- 246 + а ь 
личины @?. Это даст в остатке 2а6 | 6>, а. 
что и послужит для определения осталь- ©1248 р. 
ной части корня. Теперь скажите: сколь- Ват. 
ко раз удвоенное частное, или 2а, содер- ° у 


жится в первом члене остатка, т. е. в 246? Я отвечаю: 6. 
Запишите поэтому в частном 6 и вычтите произведение 6 на 
2а--6, или 2 а6 -—- 62. При этом ничего не останется, и это 
показывает, что действие закончено и что корень есть а 6. 

Чтобы извлечь корень из 44 64361 5а26? — 12 аб | 
46“, прежде всего запишите в частном корень первого члена 
4^, т.е. а?. Если вычесть его квадрат а? Х а?, или а“, то 
останется баз | 5а? 6? — 12 а6з -- 461, что и послужит для 
определения остальной части корня. Скажите теперь: сколь- 
ко раз 24? содержится в 6 23? Ответ: 3 аб. Запишите поэтому 
в частном 3а6. Вычтя произведение Зав на 242 Зав, или 
баз Эа? 6?, вы получите еще для дальнейших действий 
в остатке — 4 426? — 12463 1-4 6%. Скажите поэтому снова: 
сколько раз удвоенное частное, т. е. 24? | баб, содержится 
в —4 а? 6? — 12 а63, или, что то же самое, сколько раз удвоен- 
ный первый член частного 2а содержится в — 44262, первом 
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члене остатка? Ответ: — 2?. Записав в частном — 262, вы- 

чтите произведение — 26? на 24?-—- 646 —2?, или —4 а? 6? — 
— 12 аб | 46"; при этом ничего не останется, а отсюда сле- 
дует, что корень есть а? Зав — 26°. 


ая-|-ва36 | ба26°—2а53-- 44| аз Заф — 25? 


а* 
базь -- 9Эа26? 
9 — 4225? 
— 4426? — 12 аз 41 
0 0 0 


2 


= 


р а, а 
Точно так же корень из величины 1? — ах-—- есть #— с, 


корень из у“ -- 4у3—8у-- 4 есть у? 2у—2, а корень из 
164* — 24 а? д? | 924 + 12622? — 16 22? 1464 есть 32— 
—4 2? - 26?. Это можно увидеть из приведенных ниже схем: 


ут 2—2? 


. 4 а 4% Ву 
4 у 


Г 


0 — ах —- а" 0 — чу 
й — 42 — ЗУ 4 
0 0 0 0 и 
954 — (244? — 1252) 2 4 164% — 16252 2 454 |352 — ваз-г эр? 
94 
3 — (2442 — 1252) х? -- 1644 — 164252 | 46? 


0 0 


Чтобы извлечь кубический корень из 43 -| За? | Заё? -- 
—- 6’, действие нужно вести следующим образом: 


аз -- За?6 -- 3а6? | 63 аль 
аз 
0 
34?) 0-34 (5 
аз -- За? Е Заф? -- 53 


0 0 0 0 
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Прежде всего, извлеките кубический корень из первого члена 
аз, т.е. а, и запишите его в частном. Затем, вычтя его куб, 
43, скажите: сколько раз утроенный его квадрат, т. е. За?, 
содержится в первом члене остатка 3 426? Ответ: 6. Запишите 
поэтому в частном 6; если отнять куб частного а --, то в 
остатке будет 0. Значит, корень есть а | 6. 

Если извлечь таким же образом кубический корень из 26 -- 
—- 625 —40 23 -- 965 — 64, то получится 5?--22—4. Анало- 


гичным образом поступают в случае корней более высокой 
степени. 


О ПРИВЕДЕНИИ ДРОБЕЙ И РАДИКАЛЬНЫХ 
ВЕЛИЧИН 


Для предшествующих действий полезно приведение дроб- 


ных И радикальных величин вк меньшим членам или общему 
наименованию. 


О СОКРАЩЕНИИ ДРОБЕЙ = 


Сокращение дробей производится путем деления числителей и 


., ., -, айс 
знаменателей на общий наибольший делитель. Так, дробь —— 
[6 


.. а? 
при делении а? си 6с на с приводится к более простой дроби > ; 


203. при делении 203 и 667 на 29 приводится к более про- 


667 ` 
„7 203 а?с 5 7 а? 
стой, — а — при делении на 29с приводится к . 
23 667 4с 236 
баз — Зас? 
Точно так же —_ `— при делении на За превращается в 
647 —-Зас3 
942 — 322 3 — 02 2 [3 
За 82 р ара при делении на а—6 превра- 
2а с а? — аь 


а? -- 6? 
щается в МЕ . 
а 


По этому методу можно по большей части упростить чле- 
ны, возникающие при умножении и делении. Если, например, 
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3 2 ра? 
вам нужно умножить на или разделить на , 
3624 а? 9ас? 
18а? Ь3 с2 ба? 6? 
то получится —— —— и, посредством сокращения, 


36с2 43 
Однако в подобных случаях лучше сокращать члены пеоед 
действием, путем их деления на общий наибольший делитель, 
чем делать это позднее. 
Так, если в приведенном выше примере я поделю 2463 и 
4? на общий делитель 6, а Зс24а и 9ас? на общий делитель 


3с?, то дробь 246% нужно будет умножить на = или разде- 


2 ба? р? 


‚ и получится, как и раньше, Точно так 


лить на 


За 
а? С а? 1 а? 
же, — на _ преобразуется в — ‚ умноженное на или -—; 
' С 


а? Ь 
— › деленное на —, преобразуется в а?, деленное на 6, или 


а? а3 — ал? сх а—х с ас . 
—; ———_—_ на ————_ преобразуется в на — ‚или — —с; 
Ь 2? а? -|- ах х 1 х 

7 
а 28, деленное на =, преобразуется в 4, деленное на 
А 
—, или 12. 
3 
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К этому разделу относится отыскание делителей, на кото- 
рые может делиться какая-либо величина. Если величина 
простая, разделите ее на ее наименьший делитель, частное на 
его наименьший делитель и продолжайте так до тех пор, 
пока не останется уже неделимое частное. При этом вы полу- 
чите все простые делители величины. Перемножая эти дели- 
тели между собою попарно, по три, по четыре и т. д., вы 
найдете также все составные делители величины. 

Если, например, нужно найти все делители числа 60, раз- 
делите его на 2, частное 30 на 2, частное 15 на 3, после 
чего останется неделимое частное 5. Следовательно, простые 
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‚5,5. Перемножая их попарно, вы полу- 
0, 15, перемножая по три: 12, 20, 30, а 


делители суть: 1, 
чите делители: 4, 
перемножая все: 60. 

Чтобы найти все делители величины 21462, разделите ее 
на 3, частное 7а6? на 7, частное а6? на а и частное 6? на 6, 
после чего останется неделимое частное 6. Таким образом, 
простые делители суть: 1,3,7, а, 6,6. Составные делители, по- 
лучаемые из простых по два, будут: 21, За, 36, Та, ТЬ, а, 5>?, 
по три: 21а, 216, Заб, 36?, 7а6, 162, аб?; по четыре: 24а, 216?, 
Заб?, 71а6?, по пять: 214а6?. Так же можно найти все делители 
246? —б4а?с, которые суть: 1,2, а, 6? — Зас, 2щ, 26? — бас, 
46? — За? св, 2а6? — ба*с. 

Если после деления величины на все ее простые делители 
она все еще остается составной и если вы подозреваете, что 
она содержит некоторый составной делитель, то расположите ее 
по измерениям какой-либо из входящих в нее букв и после- 
довательно подставьте, вместо этой буквы, три или более чле- 
на арифметической прогрессии 3,2,1,0, —1, —2. Получив- 
шиеся величины, а также все их делители запишите сбоку 
от соответствующих им членов прогрессии; при этом каждый 
делитель нужно брать и с положительным и с отрицательным 
знаком. Затем составьте арифметические прогрессии из дели- 
телей всех чисел, переходя от больших членов к меньшим 
и следуя порядку членов прогрессии 3,2,1,0, —1,—2, — ариф- 
метические прогрессии, члены которых разнятся либо на едини- 
цу, либо на какое-нибудь число, которое делит высший член 
данной величины. Если встретится какая-либо такая прогрес- 
сия, то член ее, стоящий в одной строке с членом 0 первой 
прогрессии, поделенный на разность членов и соединен- 
ный своим знаком со взятой нами буквой, образует величи- 
ну, на которую вам следует попробовать разделить данную 
величину. ?5 | 

Допустим, например, что дана величина 13 — 2? — 10% 6. 

Я подставляю вместо х последовательно члены прогрессии 
1,0, —1 и получаются числа: — 4, 6, 14. Каждое из них вместе 


2,2 
6,1 
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с его делителями я помещаю справа от соответствующего чле- 
на прогрессии 1,0, —1, как это показано ниже: 


1| 4[1, 2/4 |414 
о| 6 1,2, 3,6 |1 3 
—1| 1411,2, 7, 44| 62 


Так как высший член 23 делится лишь ча единицу, то я 
разыскиваю среди делителей какую-либо прогрессию, члены 
которой разнятся между собой на единицу и (переходя от 
высших к низшим) убывают, как члены стоящей сбоку про- 
грессии 1,0, —1. Я нахожу лишь одну такую прогрессию, 
именно 4,3, 2. Поэтому я беру член -- 3, находящийся в той 
же строке, что и член 0 первой прогрессии 1,0, —1, и про- 
бую делить на х-- 3; деление оказывается возможным, и я 
получаю в частном 4 — 4х | 2. 

Допустим далее, что дана величина 6у* — 13 — 211)? |- Зу-- 
--20. Я последовательно подставляю вместо у числа 2,1, 0, 
—1, —2 и получающиеся при этом числа 30, 7, 20, 3, 34, а 
также все их делители, я записываю, как показано ниже: 


2 | 3011, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30| + 10 
4171,7 +7 
0| 20 | 1,2, 4, 5, 10, 20 ча 
—4| 3114,3 1 
—2| 34 1,2, 47, 34 — 2 


Среди делителей я нахожу убывающую арифметическую 
прогрессию 10,7, 4,1, —2. Разность ее членов, т.е. 3, делит 
высший член данной величины бу“. Поэтому я беру член —- 4, 
находящийся в той же строке, что и член 0 первой прогрессии, 
и, разделив его на разность членов, т. е. 3, прибавляю к 


4 
букве у, а затем испытываю деление на у-- 5 › Или, что то 


же, на Зу +4. Деление оказывается возможным, и я полу- 
чаю в частном 23 — 3у? —Зу-- 5. 
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Если дана величина 2445 — 5044 —- 4943 — 140а2 | 64а № 
—- 30, то действия расположатся следующим образ ом: 


2| 4211, 2,3, 6,7, 14, 21,42 ЗЕ З17 
1| 231, 23 | +1, АРА 
0| 30 1,2, 3, 5,6, 10, 45,30 |—1,—5.—5 
—1 | 297 | 1, 3, 9, 44, 27, 33, 99, 297 | —3,—9,— 144 


Здесь получаются три прогрессии, члены которых — 1, 
— 65, —5, при делении на соответствующие им разности, т.е. 


на 2, 4, 6, дают три подлежащих испытанию делителя, именно, 


1 5 5 
Я — Ру , а— и Я — $ . Возможным оказывается деление на 


., 5 
последний из ниха — -., или ба —5, причем в частном будет 


44“ — 543 -- 44а? — 20а —6. 

Если по этому методу не удастся найти делителя вообще 
или же делителя, делящего данную величину, то следует за- 
ключить, что последняя не имеет делителей первого измерения. 
Однако если данная величина выше трех измерений, то она 
может иметь делителя двух измерений. Если такой делитель 
у нее имеется, то найти его можно следующим способом. 

Подставьте, как и ранее, в данную величину вместо бук- 
вы четыре или более членов прогрессии 3,2,1,0, —1, —2, 
—3. ВК квадратам членов этой прогрессии, умноженным 
на какой-либо числовой делитель высшего члена данной вели- 
чины, поочередно прибавьте и из них вычтите все делители 
соответствующих возникающих при подстановках чисел; и 
эти суммы и разности также запишите с правой стороны. 
Затем выпишите сбоку все прогрессии, встречающиеся среди 
этих сумм и разностей. Предположим, что С есть член 
такой прогрессии, находящийся против члена О первой про- 
грессии, что-= В есть разность, возникающая при вычитанин, 
-=С из расположенного непосредственно над ним члена, на- 
ходящегося напротив члена 1 первой прогрессии, и что А 
есть упомянутый ранее числовой делитель высшего! члена, 
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а [— буква данной величины. В таком случае нужно будет 
испытать деление на АР -- ВЕ-Е С.76 

Допустим, например, что дана величина 5“ — 13 — 52? 
—- 12% —6. Вместо х, я последовательно пишу 3,2,1,0, 
—1, —2. Возникающие при этом числа будут: 39,6,1, —6, 
— 21, —26. Каждое из них вместе со всеми его делителями 
я записываю в одной строке с соответствующим членом про- 
грессии. 

Затем к квадратам членов первой прогрессии, умноженным 
на числовой делитель члена 2*, т.е. на единицу, другими 
словами, к членам 9,4, 1, 0, 14, я последовательно прибавляю 
или отнимаю от них все названные делители; получающиеся 
суммы и разности я также записываю в стороне. Далее я 
выписываю, как это следует, имеющиеся среди сумм и раз- 
ностей прогрессии. 


3| 39 [1, 3, 13, 39] 9| —30, —4, 6, ЗВ, 10, 12, 22, 48 | —& 9 
21 612364 -2 11 2 3 65, 6; 7, 101 —2 3 
114 11 4 0, 1 0 0 
01-6 12023601 —6 -—3-2-1, 1 2 3 6 2| —3 
—1| —24 |4, 3, 7,21 1| —20, —6, —2, 0, 2, &, 8, 22 4| —6 
—2 | —96 |1, 2 13, 614 | —22, 9, 2, 3, 5, 6, 17, 30 6| —9 


Числа 2 и — 3, находящиеся напротив члена 0 прогрессии, 
стоящей в первом столбце, я последовательно принимаю 
за С, а в качестве -- В беру соответственно разности 3 и 
—2, возникающие при вычитании —3 и 2 из выше стоящих 
членов 0 и 0. Наконец, за А я беру единицу и, вместо (, 
пишу 2. Таким образом, мне нужно, вместо АР--Ы-С, 
испытать два делителя 2?-Г 27—2 и 1? — 31-2 3, причем 
подходящими оказываются и тот и другой. 

Если будет предложена величина 35 — 614 -- у3 — 8у* — 
— 14у — 14, то действия расположатся следующим образом. 
Прежде всего я, взяв в качестве 4 единицу, начинаю с того, 
что к квадратам членов прогрессии 2, 1, 0, —1 прибавляю, 
а также отнимаю от них делители. Но это не приводит к 
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успеху. Поэтому я беру в качестве А другой числовой дели- 
тель высшего члена 315, т. е. число 3. Умножив квадраты 
членов прогрессии на 3 и прибавив к этим произведениям, 
т.е. 12, 53, 0, 3, а также отняв от них делители, я нахо- 
жу среди получающихся при этом членов две прогрессии: 
—7, —7, —7, —1] и 11,5, —1, —7. Ради краткости, я оставил 
в стороне делители двух крайних членов: 170 и 190. 


3 | 1470 27 —7! 47 
2| 38| 1,2, 19, 38 | 12| 926, —7, 10, 44, 13, 44, 34, 50| —7| 44 
14| 401195 10| 3—7, -—9 1 29 & 5; 8131-7| 5 
0| 441127, 44| 0 —44А, —7, 9-м, 1, 9 744-71 
41| 4019,5, 40| 3—7, 9 14 2 & 5, 813 -7|-7 
—9 | 190 12 —7| —43 


Продолжив эти две прогрессии вверх и вниз, я беру 
крайние члены, т. е. —7 и 17 наверху и —7 и—13 внизу, 
и, вычитая их из чисел 27 и 12, находящихся против них 
в четвертом столбце, выясняю, не делят ли эти разности 
числа 170 и 190, находящиеся против них во втором столбце. 
И действительно, разность между 27 и —7, т. е. 34, делит 
170, а разность 12 и — 7, т.е. 19, делит 190. Далее, раз- 
ность между 27 и 17, т. е. 10, делит 170, но разность между 
12 и —13, т.е. 25, не делит 190. Поэтому последнюю про- 
грессию я отбрасываю. Первая прогребсия дает мне в каче- 
стве -ЕС число —7, в качестве -= В число 0, ибо члены про- 
грессии не разнятся между собой. Таким образом, подлежа- 
щий испытанию делитель АЙ --- В1-- С будет 3у? 7. Деление 
оказывается возможным, и частное будет у3 — 29 —2у 2. 

Если таким путем не удастся найти ни одного подходяще- 
го делителя, то следует заключить, что данная величина не 
имеет делителей двух измерений. Этот метод можно было бы 
распространить на определение делителей высших измерений, 
отыскивая среди названных ранее сумм и разностей не ариф- 
метические прогрессии, а некоторые другие прогрессии, первые, 
вторые, третьи и т. д., разности членов которых образуют 


4 Ньютон. Всеобщая арифметика 
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арифметическую прогрессию. Однако начинающим на этом 
останавливаться не следует. 

Если в данную величину входят две буквы и все члены 
ее — одинакового измерения, то поставьте на место одной из 
этих букв единицу, ‘затем найдите по предыдущим правилам 
делитель получившейся величины и восполните недостающие 
измерения делителя, восстановив на месте единицы заменен- 
ную вами букву. 

Допустим, например, что дана величина 6/“— с1/3— 2162? —- 
—|- 3с3у —— 205%, все члены которой четвертого измеревия. 
Поставьте на месте с единицу; тогда величина превратится 
в 61/* — 3 — 21? - Зу-| 20, делитель которой, согласно выше 
сказанному, есть Зу -|- 4. Восполнив недостающее в последнем 
члене измерение соответствующим измерением с, вы получите 
искомый делитель 3у-|- 4е. Если дана величина 2“ — 613 — 
— 56212 —- 12635 — 66%, то, заменив 6 на единицу, я получаю 
44 — 23—54? | 125 — 6, делителем чего является 2? -|- 22—22. 
Я восполняю недостающие измерения делителя соответствую- 
щими измерениями 6, и искомый делитель будет 22 Г 265 — 
— 262. 

Когда в данную величину входит три или более букв и 
все члены ее — одинакового измерения, делитель можно на- 
ходить по предыдущим правилам, но быстрее действовать 
следующим образом. Найдите все делители всех членов, в 
которых отсутствует одна из букв; найдите также все делители 
всех членов, в которых отсутствует другая буква, а также 
всех членов, в которых отсутствуют третья, четвертая, пятая 
буквы, —если их будет столько. Переберите таким образом все 
буквы. Запишите все такие делители в одних строках с соответ- 
ствующими буквами. Затем посмотрите, не повторяются ли в 
каком-либо ряду делителей, проходящем по всем строкам, все их 
части, содержащие только по одной букве, столько же раз, 
сколько имеется в данной величине букв без одной, и, аналогич- 
но, не повторяются ли части, содержащие по две буквы, столько 
же раз, сколько имеется в данной величине букв без двух. 
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Если это так, то все эти части, сложенные вместе с их зна- 
ками, составят искомый делитель. 
Допустим, что данная величина есть 1253 — 1465? | 9с2 — 

— 126?х — 66сх — 8с2х -Р 863 — 126?е — 466? -- 6с3. Согласно 
предшествующим правилам, делители одного измерения для 
членов 863— 1262с — 46с?-- 663, не содержащих х, будут: 26 — 3с 
и 46 —6с. У членов 1223 | 961? -- 8с2х -- 663, не содержащих 
р, единственным делителем является 4х —- Зс; у членов 1218— 
— 1465? — 1262х | 863, не содержащих с, делители будут: 
2х —фБи 4х — 26. Я`располагаю каждый из этих делителей, 
как показано здесь, в одной строке с соответствующей ему 
буквой 

х| 26 — Зе, 46 — 6с 

| 4х + Зе 

с| 2х —6, 4х — 26 


Так как в данную величину входят три буквы, а любая из 
частей делителей содержит лишь одну из букв, то нужно, 
чтобы в ряду делителей эти части повторялись по два раза. 
Части 46, бе, 21, Ь делителей 46 — бс и 2х —6 встречаются 
лишь по одному разу, их нет нигде, кроме делителя, частью 
которого они служат; поэтому эти делители я отбрасываю. 
Остается лишь три делителя 26 — Зе, 4х Зе и 4х — 26. Эти 
делители образуют ряд, проходящий по всем буквам хх, БВ, с, 
и каждая из частей 26, 4х, 3с повторяется в ряду дважды, 
как и должно было бы быть, и притом с теми же знаками, 
если только переменить знаки в делителе 26 — Зе и вместо 
него написать — 26 -- 3с (вель вы имеете право переменить 
знаки в любом делителе). Поэтому я беру по одной все части 
этих делителей вместе с их знаками, т. е. 26, Зс, 4х, и иско- 
мым делителем будет сумма — 26 - 3 4х. Действительно, 
если вы разделите данную величину на эту сумму, то в част- 
ном получится 342 — 265 -[ 26? — 46. 

Допустим далее, что данная величина есть 1255 — 1044* — 
— 9654 — 26а23 -|- Т2абх? —- 66247 -- 24434? — Ва?фя? — аб? — 
4* 
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— 24635? — 4а36х -|- ба?6?х — 1263-18645 —- 12446 —- 32а? — 
— 1265. Я помещаю делители членов, в которых отсутствует х, 
в одной строке с х, делители членов, в которых отсутствует 
а, в одной строке с а, а делители членов, в которых отсут- 
ствует 6, в одной строке с 6, как вы можете увидеть ниже: 


д |6, 26, 46, а? —- 362, 2а? —- 66?, 4а? Г. 1262, 6°— За? 
26? — ба?, 46? — 12а? 

а | 422 — 365 —- 26°, 1252 — 96х —- 6? 

р! 5%, 25,35 — 4а, 65— 8а, 31?— 4ах, 61?— Зах, 27? ах — За? 
422 --- 2ах — ба? 


Затем я вижу, что следует отбросить все делители одного 
измерения, ибо простые делители 6, 26, 46, х.2х и т. д., а 
также части составных 3х —4а,6х — За встречаются среди 
делителей по одному разу. В самом деле, в данную величину 
входят три буквы, а эти части содержат только по одной и 
потому должны были бы встречаться дважды. 

Точно так же я отбрасываю делители двух измерений 
а? —- 362, 2а? —- 662, 44а? -- 1262, 62 — 34? и 465? — 1242, ибо части 
этих делителей а?, 2а?, 4а?, 6° и 46? содержат каждая лишь 
одну букву, либо а, либо 6, и встречаются не более чем по 
одному разу. Остающийся в одной строке с х делитель 262 — 
— ба? имеет две части, 26? и 6ба?, каждая из которых также 
содержит лишь одну букву, но эти части встречаются дважды, 
именно часть 26? входит еще в делитель 442 — 365 —- 262, а 
часть ба? повторяется в делителе 4х2? — 2ал — ба?. Кроме того, 
эти три делителя составляют ряд, который проходит через 
строки, соответствующие трем буквам х,а,6, и все их части 
262, ба?, 412, содержащие лишь по одной букве, повторяются 
здесь дважды, причем с теми же знаками, а другие части этих 
делителей, 36х,2ах, содержащие по две буквы, встречаются 
по одному разу. Поэтому, сложив с их знаками все различ- 
ные части этих трех делителей 262, ба?, 412, 36х, 2ах, мы полу- 
чим искомый делитель 262 — ба? -|[ 412 — 36х —- 2ат. Разделив 
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на этот делитель данную величину, я нахожу в частном 
318 — 4452 — 2426 — 663. 

Если не все члены данной величины будут одинаково 
высокого измерения, то недостающие измерения следует вос- 
полнить измерениями какой-либо вспомогательной буквы. 
Найдя по предшествующим правилам делитель, следует затем 
опустить введенную букву. 

Допустим, например, что данная величина есть 1258 — 
— 1465? -Р 942 — 12.2% — 665 | 5х —- 863 — 126? —46 - 6. Вве- 
дите какую-либо букву, скажем с, и восполните при помощи 
ее измерений измерения данной величины так: 1253 — 14652 —- 
—|- 9с12— 122% — 66сх —- 8с?х -- 863— 126?с — 46? 6с3. Затем, 
найдя делитель этой новой величины 4х — 26 Г 3с, опустите 
си вы получите искомый делитель 4х — 26 3. 

Иногда делители можно найти легче, чем по этим пра- 
вилам. Если, например, какая-нибудь буква входит в дапной 
величине лишь в одном измерении, то следует найти общий 
наибольший делитель членов, в которых имеется эта буква, 
и остальных членов, в которые она не входит. Этот общий 
делитель будет делить всю данную величину; а если не най- 
дется такого общего делителя, то данная величина не имеет 
делителя. Допустим, например, что дана величина 2“ — 3428 — 
— 8421? | 18а3% -[ с23 — асх? — Ва?ех —- ба3с — 8а*. Найдите 
общий делитель членов -|- с13 — 465? — За?*сх —- базе, в которых 
с имеет одно измерение, и остальных членов 1^ — Зал8— 8а2172-- 
—- 18431^ — 844. Этот общий делитель 22 -- 2ах — 2а? будет 
делить всю данную величину. 

Общий наибольший делитель двух чисел — в случае если 
он не известен или не виден с первого взгляда — можно найти, 
вычитая последовательно меньшее из большего, а затем оста- 
ток — из последней вычтенной величины; искомым делителем 
окажется тот результат, после которого не будет уже остатка. 
Например, чтобы найти общий наибольший делитель чисел 
203 и 667, отнимите трижды 203 от 667, затем трижды от- 
нимите остаток 58 от 203 и дважды остаток 29 от 58, после 
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чего остатка не получится. Это показывает, что искомый 
делитель есть 29. 

Способ определения общего делителя составных буквенных 
величин таков же, как для чисел. Цель достигается путем 
вычитания одной величины или ее кратных из другой. При 
этом следует расположить обе эти величины и остаток по 
измерениям одной буквы, как было показано при делении, 
и всякий раз упрощать величины, деля их либо на все их про- 
стые делители, либо на делители, делящие все их члены, 
подобно простым делителям. Например, чтобы найти общий 
наибольший делитель числителя и знаменателя дроби 


24 — Зах3 — 8а2х2 -- 18а3х — 8а^ 


13 — ах — 8а?х -- баз 


умножьте знаменатель на 1, чтобы сделать его первый член 
равным первому члену числителя, а затем вычтите его. В 
остатке получится — 2413 -|- 12431 — 844, а эту величину можно 
упростить, разделив ее на —2а, что даст 23 — бах | 423. 
Вычтите это из знаменателя, в остатке будет — а? — 2ах.-- 
-- 243. Разделите теперь получившуюся величину на — а, что 
даст 2? -- 2ах — 2а?. Умножьте это частное на 5, чтобы сде- 
лать его первый член равным первому члену последней 
вычтенной величины 13 — ба?х -|- 4@3, из которой теперь над- 
лежит производить вычитание; проделав это, вы получите в 
остатке — 241? — 442% -- 4а3, что при делении на — 2а даст 
также 17 -+- 2ах — 24?. Так как последняя величина совпадает 
с предыдущим остатком, то при вычитании ее из последнего 
ничего не останется, следовательно, этот остаток и есть иско- 
мый делитель. Разделив теперь числитель и знаменатель 


данной дроби на этот делитель, можно привести ее к более 
., 2 — Бах -- 4а? 
простой дроби р 
х — за 


Аналогичным образом, если дана дробь 


ба°-- 1596 — 4 а3с?— 10а26с? 
9а35— 27а? с — вафс? | 18ъез ° 
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то нужно начать с сокращения ее членов путем деления чи- 
слителя на а?, а знаменателя на 36. Если затем вычесть из 
баз -- 15426 — 4ас? — 106с? удвоенное 3За3 — Эа?с — 20? -- 6с3, 
то в остатке будет 

(156 -- 18с) а? — 1065? — 1263. 


Эту величину можно упростить, разделив оба ее члена на 
56 -- 6с (как если бы 56 -- 6бс было простым делителем), что 
даст За? — 2с*. Умножьте последнюю величину на а и вычтите 
из 343 — 942с — 2ас? -- 663; в остатке будет — 9а?е -+ 6ез, 
что можно опять-таки упростить путем деления на — 3Зс, что 
даст 34? — 26?, как и в предыдущем остатке. Поэтому иско- 
мый делитель есть 34? — 267. Разделите обе части данной 
2а3-Р 5а2Ь 
`3а6 — 96е 

Если по этому методу общий делитель найти не удастся, 
то можн› быть уверенным, что его вовсе не существует, если 
только он не получается из величип, которые служат для 
сокращения числителя и знаменателя. Например, расположив 
члены дроби 


дроби на этот делитель и вы получите 


а242 — с°4? — а?с? -- с 
4424 — 4ас4 — ас? -—- 8с3 


по измерениям буквы 4, мы получим для числителя (42—56?) д2— 
— 46? -|- с*, а для знаменателя (44? — 4ас) 4 — 246? -Р 253. 
Прежде всего они должны быть сокращены путем деления 
каждого члена числителя на 4? — с*, а каждого члена зна- 
менателя на 2а —2с, как если бы а? —6? и 24—26 были 
простыми величинами. Вместо числителя тогда будет 42 — с?, 
а вместо знаменателя 2а4 — с?. Полученные таким путем две 


величины не имеют общего делителя. Однако члены а? — с? 
и 2а — 26, служившие для сокращения числителя и знамена- 


теля, имеют общий делитель а—с, при помощи которого 
можно привести данную дробь к дроби 
ад? с4? — ас? — сз 
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Если бы члены 2 — с и 2а—2с не имели общего дели- 
теля, данная дробь была бы неприводимой. 

Таков общий метод определения общих делителей. Однако 
чаще всего их находят быстрее, определяя все простые дели- 
тели одного из двух членов дроби, т. е. такие, которые уже 
не могут делиться на другие величины, и затем проверяя, 
нет ли среди этих простых делителей каких-либо, которые 
делят нацело другой член. Например, чтобы сократить дробь 

аз — а? -- аб? — 63 
а? — аб ; 
следует найти делители величины а? — аб, т.е. аиа-— 6, п 
затем испытать, не делят ли а или а— 6 нацело а3 — а26 
—- а6? — 63. Величина а—6 делит знаменатель нацело, и в 
частном получается а? | 5. Таким образом, данная дробь 


а? -- 2 
приводится к -——-. 
а 


О ПРИВЕДЕНИИ ДРОБЕЙ ВК ОБЩЕМУ 
ЗНАМЕНАТЕЛЮ 


Дроби приводятся к общему знаменателю посредством 
умножения членов каждой из дробей на знаменатель 
другой. 


(92 С 
Так, если даны дроби — и —, то умножьте оба члена 
Ь 4 


одной из них = на 4 и оба члена другой - на Ь; они пре- 


ад ре о 
вратятся в м @у. Теперь эти две дроби имеют общий 


а _ а 
знаменатель 64. Точно так же а, или 1 й — превращаются в 
. с 


ас ав ., 
—и —. Если знаменатели имеют общий делитель, достаточно 
| [4 


аз а 
умножать в обратном порядке на частные. Так, дроби т И ы 
( 
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3д 3 
могут быть приведены к дробям ы и = путем умножения в 
С С 


обратном порядке на частные с и 4, возникающие при деле- 
нии знаменателей на общий делитель 6. 

Приведение к общему знаменателю по большей части при- 
меняется при сложении и вычитании дробей. Прежде чем скла- 
дывать две дроби с различными знаменателями, их нужно 


а, С 
привести к общему знаменателю. Так, ти - Путем этого 


а4 фе аа, -- $6. аб 
приведения становится —  —, или ———; а-- — стано- 
ра ра ра ( 
ас - аб. а? аз а34 — а3с (4— с) аз 
вится —“—; — — — становится ————, или <; 
С с Ь4 реа бса 
4 4 254 2 5 
Е 02—42 становится ^^. Точно так же — —- — 
с? -— 2? с? —х 3 7 
144 | 15 14 4 15 29. 41 3 
становится — | —, или ——— ‚т.е. —-; — — — становится 
241 21 24 21 6 4. 
22 9 13 3 5 9 5 4 1 
12 12 ! 42 4 12 12 12 12 3 
4 25 


3 4 21 4 4 
—, или -— —, становится — —, или-: 25— стано- 
7’ 1 -- 7’ 7 и 7’ 7’ 2 
51 
вится —. 
2 


Когда дробей больше двух, они складываются последова- 


а? 252 ах 
тельно. Например, если дано —— а -- = — ‚ начните с 
НЯ 1 а—х 


а? а? —ах 
вычитания а из —, что даст в остатке ———; прибавьте к 
т д 
252 3а3 — За?ж-Р 223 
этому — и вы получите ——— 
И 


: ‚ наконец, из последней 
ах 


величины вычтите 


За* — базх -- 2а23 — 254 
‚ и остаток будет 
а—х Зах — Зал? 


` А 2 ! *› 
Аналогично, если дано 7—3 ‚ то сперва найдите сум- 


4, 25 2 
му 87, т. е. =,› затем вычтите отсюда 3; В остатке 


будет 61 
у 24 
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О ПРИВЕДЕНИИ РАДИКАЛОВ 
К ПРОСТЕЙШЕМУ ВИДУ 7 


Когда невозможно извлечь корень из всей радикальной 


величины, ее приводят, извлекая корень из какого-либо 
ее делителя. 


Так, ]/а?$с, если извлечь корень из делителя а?, становит- 
ся аУ6с; У 48, или 16 х3, при извлечении корня из дели- 
теля 16 становится 4 УЗ; У 48а?6е при извлечении корня из 


___ — Вар? 1. пар? 
делителя 164? становится 4а У 36е; и аорты или 


с 


(а* — даб -- 4?) аб 
УОд— ‚ При извлечении корня из делителя 
С 


а? — даб -- 2? а‘0?т? |, ват д тя 
—— ——___ становится = тв; | при из- 
с? 6253 5? 


а? т? ат, 5 — 
влечении корня из делителя ‚ становится — Ио? -4тр; 
р? рз 


25 3 
уз” м 0°5, при извлечении корня из делителя 
30 6 
= становится 6.2 — ‚ или же 3 — или — 2, или, 


извлекая затем корень из знаменателя, у. Точно так же 


Г а 
а и - ‚ или а И: ‚ при извлечении корня из знаменателя 
[1 а 


3 
а? становится Уаб; У 8а3ь + 16а4 при извлечении кубиче- 
3 


ского корня из делителя 8а3 становится 2ау6 - 24. Аналогич- 
4 


но, | 43% при извлечении квадратного корня из делителя 


а” становится Уа на Уах, г при извлечении корня чет- 


4” 
Ни 

вертой степени из делителя 4“ становится у = Точно 
а 
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6 
—— — а 
так же / 4715 заменяется на а У а25, или на ха / —, или еще 
2 у 2 ) 


3 
на ИахИа?х. 

Подобное приведение служит не только для сокращения 
радикальных величин, но также для их ‘сложения и вычита- 
ния, если после привбдения их к простейшему виду их ради- 
калы будут одинаковые; в этом случае их складывать возмож- 


но, а в противном случае нельзя. Так, /48 + У75 после 
приведения принимает вид 4/3 + 5УЗ, или 9 УЗ; У 48— 


16 — 4 = 32 => 
-Из приводится к 4 УЗ —ъ УЗ, или 5 УЗ. Точно так же 


4 аьз азь — 42726? - Чарз 
-- ыЫ——________ После извлечения рациональной 


62 с? 


лее, 


ААА ——— 3 ——————————= - 
Уз --16а* — Ий 528 -- 2абз принимвот вид 2а УБ- 2а — 


ИЕ -- 24. т. е. (2—5) УБЕ -- 24. 


0 ПРИВЕДЕНИИ РАДИКАЛОВ К ОБЩЕМУ 
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При умножении или делении радикальных величин с раз- 
личными показателями вам следует сперва привести их к обще- 
му показателю. Для этого показателем их общего радикала сле- 
дует взять общее наименьшее кратное всех показателей ради- 
калов, умножая при этом подрадикальные величины сами на 


себя столько раз без одного, во сколько ‘раз увеличиваются 
& _ 3 
показатели их корней. Например, Уах на |/а?т принимает 
6 6 
вид Ус на уча, что дает утв; Уа на Уаз принимает 
4 4 Г; 
вид И а? на Их что дает ИЕ. |6 на и < преобразуется 
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4 _ 4 ГЕ 4 _ 

в 36 на с. › что дает /30. На том же основании 
а/с преобразуется в Уа? на Уш, или в Иа; 
44 /36с преобразуется в У/164? на УЗ, или в 


3 3 3 —_ 
У 48а; 2аУ6-Р2а преобразуется в И 8а3 на У6-2а, или в 


НИИ У ас Уас ас 
У 8а3ь —- 164*; точно так же —› становится у’ или И 
баб? 36а? —__ 
становится У 364 ‚ или |246, ит. д. 
У 18а6з У 18а53 


0 ПРИВЕДЕНИИ РАДИКАЛОВ К БОЛЕЕ 
ПРОСТЫМ РАДИКАЛАМ ПОСРЕДСТВОМ 
ИЗВЛЕЧЕНИЯ КОРНЕЙ 


Корни величин, составленных из целых и квадратичных 


радикалов, следует извлекать следующим образом. 
Допустим, что А означает большую часть некоторой дан- 


ГВ | 2 —_ РЗ 
ной величины, а В — меньшую. Тогда АУ А? - В будет квад- 
2 


). А— У А? — В 
ратом большей части корня, а а квадратом мень- 


шей, которую нужно прибавить к большей части со знаком ВБ.?3 
Например, дана величина 3 - У8. Приняв 3 за А и У 8 
за В, мы получим, что / А? — В?=1; поэтому квадрат боль- 


34-4 
2 


шей части корня будет ‚ или 2, а квадрат меньшей части 


3 — 


, или 1. Следовательно, корень данной величины есть 
1-У2. 

Если вам нужно найти корень из /32— 24, то поло- 
жите А = У32 и В= ИУ24, тогда У4А*-— В будет 


У 32— 24 = У8 и квадратами частей корня будут ау и 
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32 —Уз 5 5 
ая ‚т. е. ЗУ2 иу2. Следовательно, корень есть 


4 4 
У18—У2. 

Аналогично, если вам нужно извлечь корень из а? -—- 
-- 22/4? — 22, то положите А =а* и В=2У а? —1?; вы 
получите, что А? — В? == 44 — 49?47? —- 42%, корень чего есть 
а? — 252. Квадрат одной части будет поэтому 4“ — 1?, а квад- 
рат другой 2?. Следовательно, корень будет хх Уа? — 12. 
Допустим еще, что вам нужно извлечь квадратный корень из 
величины 42-1 5ах — 2а/ ах -[ 42?. Положите а? | 5ах = А. 
и 2а/ах-Р 4? = В; тогда А? — В? = а4 -|-6а3х | 9а24?, ко- 
рень чего есть а? -— Зах. Поэтому квадрат большей части 
корня будет а? Г 4ах; квадрат меньшей части будет ах, а 


корень будет }/а? Г 4ах —У ах. Допустим, наконец, что вам 
дано 6+ У8— У12 — |274. Если положить 6 1/8 = А и 
В = — И12—|24, то А*— В? =8. Значит, большая часть 


корня есть УЗ -Г УЗ, т.е., как было найдено ранее, 1 | / 2, 
а меньшая часть корня есть ]/З. Следовательно, сам корень 


есть 1+ УИ2—УЗ. 

В случае, когда имеется несколько радикальных членов 
такого рода, части корня могут быть найдены быстрее, если 
разделить произведение каких-нибудь двух радикалов на 
какой-либо третий, дающий в частном рациональное и целое 
число, ибо корень из удвоенного этого частного будет удво- 
енной частью искомого корня. Так, в последнем примере 
УзУв о УБУЯ _,, ИВУЯ 

У 5% ° У У: 


сти корня будут, как и раньше, 1, 2, УЗ. 

Существует также правило для извлечения более высоких 
корней из числовых величин, состоящих из двух частей, с 
соизмеримыми квадратами. 


— 6; следовательно, ча- 
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Допустим, что дана величина 4 -- В, причем А большая из 
них, и пусть показатель корня есть с. Найдите наименьшее 


число п, степень которого п‘ нацело делится на 4? — В?, и обо- 
С 


значьте частное 0. Вычислите ближайшее к У 4 в) уоО 
целочисленное значение и обозначьте его г. Разделите 


АУ О на его наибольший рациональный делитель, и пусть 


г 


частное будет $. Возьмите ближайшее к — _ _^ целочислен- 
25 


ное значение и обозначьте его $. В таком случае, если корень 
8-Е И 1 —п чз 

26 _ | 

УС 

Допустим, например, что требуется извлечь кубический 
корень из У 968 | 25. Здесь А? — В? = 343, делители чего 
суть 7, 7, 7. Следовательно, п = 7 и О == 1. Далее, (А + В)У О, 
или |/ 968 1-25, если извлечь корень из первого члена, бу- 
дет несколько больше, чем 56, ближайший кубический корень 
к чему есть 4. Значит г=4. Далее, АУО, или У 968, по 


выделении рациональной части есть 22/2. Радикальная часть 


извлекается, то искомый корень будет 


этой величины ИУ2 есть $, а ближайшее целочисленное зна- 


3 
у = 5 — 

чение к Г, или _4, есть 2. Значит, & == 2. Наконец, 
25 22 


2С 6 
15 = 22, УРЯ —п есть 1, а ИО, или УТ, есть 1. Сле- 
довательно, искомый корень есть 2/2 -- 1 при условии, что 
извлечение корня из данной величины возможно. Поэтому я 
проверяю путем умножения, равен ли куб 2/2--1 числу 


У 968 -|- 25, и убеждаюсь в том, что это действительно имеет 
место. 
Допустим еще, что нужно извлечь кубический корень из 


68 — ]/ 4374. Здесь А? — В? = 250, делителями чего являются 
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5,5,5,2. Поэтому п=5хХ2=10 и О=4. Далее, бли- 


с 
жайшее  целочисленное значение к У(А - В)Уо, или 


3 ——ы—ы———ы—_—_——_——ы— — 

У (68 — У2372).2, есть 7 = г. Затем, А/О, или 68/4, по 

выделении рациональной части дает 136]/1. Следовательно, 
гп 7410 

и г 7 


‚ или —_—, если взять ближайшее целое 
25 2 


$ =1 


число, дает & = 4. Следовательно, {$ =4, УЯ:? —п = 103 И 


2% 6 _ 3 _ 
Уо = УЛ, или /2. Следовательно, подлежащий проверке 


Уб 


корень есть =. 
уз 

При извлечении корня пятой степени из 29]/6 | 41/3 мы 

получили бы 4? — В? =3, и, значит, п =3, О =81, г== 5, 


26 10 
5 = 16, $ —=1, 1$ = 6, ИР—п = УЗ И Идб=уи+, 
, Уб-- УЗ 
: . 
Уэ 
Если данная в такого рода задачах величина есть дробь 
или ее части имеют общий делитель, то следует по отдельности 
извлечь корни из числителя и знаменателя или соответственно 
из сомножителей. Например, чтобы извлечь корень кубиче- 


или |/9. Значит, подлежащий проверке корень есть 


№ 575 4 
ский из У 242 — 12, нужно сперва привести ее части к 


_ У 968 — 25 
оощему знаменателю, что даст ———-. Извлекая затем по 


отдельности корень кубический из числителя и знаменателя, 


У 3—1 


мы найдем ——. Если вам нужно извлечь какой-либо 
у 
ИИ ЗОНА 
корень из ]/3993-Г И 17578125, разделите обе части на общий 


3 
делитель УЗ, что даст 11 ГУ 125. Таким образом, данная 
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3 
величина есть (11| /125) УЗ. Корень этой величины полу- 
чится, если извлечь корни по отдельности из каждого сомножи- 


3 
теля УЗ и 11 Г У175. 


О ФОРМЕ УРАВНЕНИЯ 


Уравнения представляют собой собрания величин, либо 
равных между собой, либо равных все вместе нулю.?1 
Уравнения рассматривают главным образом с двух точек 
зрения: либо как последние заключения, к которым приходят 
при решении задач, либо как средства, при помощи которых 
получают окончательные уравнения. Уравнение первого рода 
содержит, наряду с известными величинами, лишь одну не- 
известную при условии, что задача — определенная и требу- 
ет отыскания определенной вещи. Уравнения второго рода 
содержат несколько неизвестных величин, и их поэтому нужно 
сравнивать и комбинировать друг с другом так, чтобы из них 
получилось новое уравнение, содержащее, наряду с известны- 
ми величинами, лишь одну искомую неизвестную. Чтобы легче 
найти эту неизвестную величину, содержащее ее уравнение 
чаще всего необходимо подвергать различным преобразова- 
ниям, пока оно не примет возможно более простого для 
него вида и не станет сходным с одной из нижеследующих 
формул, в которых, как вы видите, члены расположены по 
измерениям обозначающей неизвестную буквы х. Буквы р, 4, 
г, 5 обозначают здесь другие, определенные и известные ве- 
личины, по которым определяется и может быть найдена при 
помощи изложенных далее методов величина х 


х = р или х— р=0 
2 = ра я —р—9=0 
2 — р ах тг 13 — р? —(—г=0 


да — раз 0 | т -Р$ 24 — рх3 — 11? — 7—8 =0 
ит. д. ит. д. 
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Члены уравнений следует располагать по этому образцу 
по изменениям неизвестной. На первом месте ставятся члены 
© высшим измерением неизвестной, т. е. х, 42, 23, 2% ит. д., 
на втором — члены со следующим высшим измерением, т. е. 
р, рх, рх?, рхз и т. д. Знаки членов могут располагаться как 
угодно; некоторые из промежуточных членов могут иногда 
отсутствовать. Например, 23 * — 62 -— 53 —=0, или 28 ==62х — 63, 


3 
есть уравнение третьей степени; 2“ + р - р. —0 — урав- 


нение четвертой степени, ибо степень , равнения всегда оце- 
нивается по высшему измерению неизвестной, без учета 
известных величин, а также промежуточных членов. 3? 
Однако при отсутствии промежуточных членов уравнение 
весьма часто становится значительно проще, а иногда степень 
его может быть при этом понижена. Например, уравнение 
2 = 42? -- $ можно. рассматривать как уравнение второй сте- 
пени, ибо оно может быть разложено на два уравнения вто- 
рой степени. В самом деле, если положить 1* == у и соответ- 
ственно. подставить в уравнение у, вместо 27, то, вместо 
данного, получится уравнение второй степени: 1/2 —= ду-Г 5. 
После того как при помощи последнего уравнения будет най- 
дено значение у, другое уравнение 2? — у, также второй сте- 
пени, даст т. 

Таковы заключения, к которым надлежит приводить за- 
дачи. Однако, прежде чем я перейду к их решению, необходимо 
изложить методы преобразования уравнений, их приведения, 
а также методы получения из промежуточных уравнений 
уравнений окончательных. В нижеследующих правилах я 
сообщу способы приведения одного уравнения. 


О ПРИВЕДЕНИИ ОДНОГО УРАВНЕНИЯ 
Первое правило. Если в уравнении имеются взаим- 
но уничтожающиеся величины или величины, которые можно 
объединить посредством сложения или вычитания, то число 
членов следует, таким образом, уменьшить. 


5 Ньютон. Всеобщая арифметика 
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Допустим, например, что у вас 56 — За —- 2х = 5а -[ 3х. 
Отбросьте с обеих сторон 2х и прибавьте За, получится 


За -№- 
56 = За —- х. Далее, уравнение о ра —-6, если от- 
а 


2ав 
бросить равносильные величины —— —6 = 6, принимает вид 
а 


вх == а?. 

К этому правилу можно также отнести приведение членов 
уравнения, которое обыкновенно производится путем переноса 
членов с одной стороны на другую с противоположным 
знаком. 

Например, чтобы найти х из уравнения 56 = За т, 
отнимите от обеих сторон За, или, что то же самое, перене- 
сите Эа с обратным знаком на другую сторону, что даст 
56 —За = х. Точно так же, чтобы найти у из уравнения 
а? — Зау = аб — 6? | 6у, перенесите — Зау и аб — 6? так, чтобы 
все члены, содержащие у, оказались на одной стороне, а 
прочие—на другой; при этом получится 4°— аб -|- 52=Зау-- бу. 
Вы получите отсюда у по приведенному далее пятому прави- 


лу, т. е. разделив обе стороны уравнения на За -- 6, ибо 


а? — а -— $? 
тогда получится —————— =. Далее уравнение 


за - 5 


абх | а3 — а?х == а6? — 2абх — 13 
после приведения и перестановки примет вид 


13 = (2? — 3аб) т — аз | а6?, 
или 


13 — (49° — За6) х —- аз — аб? = 0. 


Второе правило. Если все члены уравнения умноже- 
ны на одну и ту же величину, то все их следует разделить 
на эту величину; а если они все разделены на одну и ту 
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же величину, то все их следует помножить на эту ве- 
личину. 

Например, имея 155? = 2496 | 36%, разделите все члены 
на Би вы получите 156 = 24а 35%; затем разделите на 3 


В  бх 
и вы получите 56 = 8а -х. Или же, имея —— —=—, 
ас 62 с 
53 0 р. 
умножьте все на с и получится — — — = 17. 
а С 


Третье правило. Если в уравнении имеется непри- 
водимая дробь, знаменатель которой содержит букву, по из- 
мерениям которой должно быть расположено уравнение, то 
все члены уравнения следует помножить на этот знаменатель 
или на какой-либо его делитель. 
ах 


Так, если уравнение —-5 = нужно расположить 


а—{х 


по измерениям буквы Хх, то умножьте все его члены на а— $, 


знаменатель дроби ‚ ибо видно, что в этом знаменателе 


а— < 
находится х. Получится при этом ах —- аб — 6х = ах —12?, 
или аб — 6==—1?, а если переставить стороны, то 12 = 6х — а6. 
Если у вас 
а? — а5* _ у—е 
26у — с? 


и члены нужно расположить по измерениям у, то, чтобы 
избавиться от у в знаменателе, умножьте все члены на зна- 
менатель 2су— с° или по крайней мере на его делитель 
2у— с; получится 


аз — аб? 
2 — Зву 2? 
[6 
и после дальнейшего приведения 


ав ++ Зсу = 22. 


С 


р* 


68 О' ПРИВЕДЕНИИ ОДНОГО УРАВНЕНИЯ 


а2 
Аналогично, — —а = по умножении всего на х преобра- 
НЙ 


зуется в а*— ах == 47, а 


а20? 772 


ст? а--ф— ах’ 


будучи умножено сперва на 1, а затем на а Но — 2, пре- 
образуется в 


436? -- а263 — а?р2х 4 
к а“. 


—— 


С 


Четвертое правило. Если та буква, по измерениям 
которой должно быть расположено уравнение, входит под 
неприводимым радикалом, то все остальные члены следует 
перенести с обратными знаками на другую сторону, а затем, 
в случае квадратного корня, умножить обе стороны уравне- 
ния самих на себя один раз, в случае кубического корня, 
умножить их самих на себя дважды и т. д. 


Например, чтобы расположить уравнение |/ а? — ах Ра == 
по измерениям буквы 1, перенесите а на другую сторону, 


что даст Уд? —ах = х— а. Возведя обе стороны в квадрат, 

вы получите а? — ах == 1* — 2ах — а?, или 0 == 4? —ах, т. е. 
3 - 

х —= а.33 Допустим еще, что | а?х | 2а27? — 2—атх=0. 

Если перенести — ах, уравнение примет вид 


8 
У а2х | 242 — 23 =а—х. Возведя обе стороны в куб, вы 


получите а?х -|- 2ах2—23 —=а3— Зах За2—413, или 2? =4ах—а*. 

Пусть, далее, у = \/ ау Р у? —аУзу—у. Если возвести 
обе стороны в квадрат, то у? = ау-|- у? — а/ау—у?. Если 
перенести надлежащим образом члены, то уравнение примет 
вид ау =а У ау— у?, или у = Уау—у?. Возведя обе сторо- 
ны снова в квадрат, вы получите у? = ау — у?, а после пере- 
становки: 2у = ау, или 2у = а. 
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Пятое правило. Если после приведения уравнения 
при помощи предыдущих правил и расположения его по из- 
мерениям одной из букв высшее измерение этой буквы ока- 
жется умноженным на некоторую известную величину, то 
все уравнение следует разделить на эту величину. 


[ел 
Так, 2у =а при делении на 2 примет вид у —=-; —=а 


Ь а? 
при делении на — примет вид #=-. Далее, 
Ц, 


(2ас — с?) 23 -[ (а3 -- а2с) <? — (2436 — а?с*) х — азс? = 0 
при делении на 2ас — с* примет вид 
7. (аз -—|- 426) х* — (2а3е — а?с*)ж — аз _ 0, 
| 2ас — с? 
или 


@3 ас азс 
ев дар —0. 


2ас — с? За —с 


Шестое правило. Иногда приведение можно осущест- 
вить, разделив уравнение на некоторую составную величину. 
Например, уравнение 


13 = (6 — 26) у? -- 36су — 6% 
можно привести к 3/2 = —2су -6е, если сперва перенести 
все члены в одну сторону 
8 -Р (26—65) у? — 36су —- 6% =0, 


а затем разделить на у—6, как было показано в главе о 
делении, что даст уу — 6=0. Однако находить такие 
делители трудно; мы этим уже занимались.3“ 

Седьмое правило. Иногда уравнение можно привести 
посредством извлечения из обеих сторон корня. 


1 
Пусть у вас 122 = : а? — 62. Извлекая из обеих сторон 


., 1 
квадратный корень, вы получите х = и —9*—6?. Если 
4 


1? -|- а? = 2ах + 6?, то перенесите 2ах. Уравнение при этом 


70 О ПРИВЕДЕНИИ ОДНОГО УРАВНЕНИЯ 


примет вид 21° — 2ах -[. а? == 6?, и если из обеих сторон извлечь 
квадратный корень, то получится х—а = 6, или— 6, 
или же т =а-Е6. 


Если вам дано 2? = ах —6?, то прибавьте с каждой сто- 
1 4 
роны —ах -- - а?, и уравнение примет вид 1 — ах < а? = 


1 .. 
— Е“ — 62. Извлекая из обеих сторон квадратный корень, 


вы получите 


1 1 
д -а=- —а*— >, 
2 4 


4 


Вообще, если у вас 1? = 


ИЛИ 


-рх.9, то 


где и 4 имеют те же знаки, что в первоначальном урав- 


2 
нении, но^ всегда должно быть положительным. Этот при- 
4 


мер содержит правило, по которому все уравнения второй сте- 
пени можно приводить к простым. сли, например, дано 
уравнение 


у = У —- 2 
а 


22 
и требуется извлечь корень у, то нужно сравнить — с ри 17 
[А 


5? 1 
са, т. е. написать — вместо > И р —- 2? вместо я р*-4. 
а, а, 


При этом получится, что 


уе И += 


О ПРИВЕДЕНИИ ОДНОГО УРАВНЕНИЯ 


2? д“ 
у —= — — а. 
а а? 


Точно так же уравнение 


или 


у? = ау — 269 -— а? — 6, 


если сравнить а — с сри а? — с Ц, даст 


Биквадратное уравнение 


24 — — 42° -- аб, 


в котором отсутствуют нечетные члены, по этому 
приводится к уравнению 


4 4 
и Ну аз. 
2 


Если вновь извлечь корень, то получается, что 


—_ —_ 1 12 | 4 з. 
--И 5-Е га таб: 


ит. д. 


правилу 


Таковы правила приведения одного уравнения. Если ана- 


лист достаточно ознакомится с их употреблением 


и будет 


знать, как расположить данное ему уравнение по одной из 
его букв и как найти значение этой буквы, если она входит 
лишь в одном измерении, или же значение ее высшей степени, 
если она входит в нескольких степенях, —если он сделает 
это, то для него не трудным окажется и сравнение между 
собой нескольких уравнений. Я покажу теперь, как произво- 


дить это сравнение. 
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О ПРИВЕДЕНИИ ДВУХ ИЛИ БОЛЬШЕГО ЧИСЛА 
УРАВНЕНИЙ К ОДНОМУ С ЦЕЛЬЮ ИСКЛЮЧЕНИЯ 
НЕИЗВЕСТНЫХ ВЕЛИЧИН 


Если при решении задачи получается несколько выражаю- 
щих состояние вопроса уравнений, каждое из которых содер- 
жит несколько неизвестных величин, то эти уравнения следует 
сравнивать между собой (попарно, если их более двух) ни 
получать новые уравнения так, чтобы при каждом действии 
можно было исключить одну из неизвестных величин. Если, 
например, даны уравнения 25=у--5 и дх=у--2, то, отни- 
мая равные вещи от равных, мы получим, что х==3. Знайте же, 
что при помощи каждого уравнения можно исключить одну 
неизвестную величину, и, следовательно, если уравнений 
столько же, сколько неизвестных, то все уравнения могут 
быть в конце концов приведены к одному уравнению, в ко- 
тором будет только одна неизвестная величина. Но если 
неизвестных будет на одну более, чем уравнений, то в по- 
следнем результирующем уравнении останутся две неизвестные; 
а если неизвестных более, чем уравнений, на две, то в последнем 
результирующем уравнении неизвестных останется три и т. д. 

Иногда можно исключить две или большее число неизве 
стных при помощи только двух уравнений. Пусть, например, 
ах — бу=аф — аз и 6х + Ву=6? | аз. Сложив равные с рав- 
ными, вы получите, что ах 6х==аб -—- 652, где исключены 
две неизвестные у и 2. Но подобные случаи свидетельствуют 
либо о скрытом дефекте в постановке вопроса, либо об оши- 
бочности или недостаточной искусности вычислений. Метод 
исключения одной неизвестной при помощи каждого уравне- 
ния будет ясен из нижеследующего. 


ИСКЛЮЧЕНИЕ НЕИЗВЕСТНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 
НУТЕМ СРАВНЕНИЯ ЕЕ ЗНАЧЕНИЙ 
Если исключаемая величина входит в оба уравнения только 
в одном измерении, следует найти оба ее значения по уже изло- 
женным правилам, а затем приравнять эти значения друг другу. 
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Допустим, что даны ‘два уравнения а-- х=ф -уи 
2х -- у=36 и нужно исключить у. Первое уравнение даст 
а-х—6==9, а второе 36 — 21==9. Следовательно, а-- 2—6 == 
46 —а 


—=36 — 2х, или, по должном приведении, х== Далее, 


21=у и 5-[ х==у дают 25=5 хх, или х==5. Далее, 

— 2 

ах — 26у=аб и ху=? дают (у) ——, или по долж- 
х 


5 283 
ном приведении членов, 1—6 —-- =0. 
а 


2х — а 


ру —=а6 -- хуи бд - 9 2? при ис- 
а С 


а? -|-- аёу (—2)— 2476 — а? 
6? — ау фе 


Точно так же 


ключении х дают и, носле приве- 


дения, 


ее. 


[7А а 


Наконец, х--у —5=0 и ау=12 при исключении 5 дают 
а 
гу (=2) =“, или 29 | зу-=а9. 
ий 
То же самое можно получить, вычитая одно значение не- 
известной величины из другого и приравнивая остаток нулю. 
Так, если в первом примере вычесть 36 —2х из аРх-—Ь, 
46 —а 


то останется а-- 3%—46=0, или х= = 


ИСКЛЮЧЕНИЕ НЕИЗВЕСТНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 
ПУТЕМ ПОДСТАНОВКИ ЕЕ ЗНАЧЕНИЙ 


Если исключаемая неизвестная величина входит хотя бы 
в одно уравнение лишь в первом измерении, то из этого 
уравнения следует выразить значение неизвестной и подста- 
вить его, вместо этой неизвестной, в другое уравнение. Пусть, 
например даны 272 —=63 и 1? | у2 = бу — ах. Первое уравнение 


74 ИСКЛЮЧЕНИЕ НЕИЗВЕСТНОЙ ПУТЕМ ПОДСТАНОВКИ 


3 


Ь 
при исключении х даст, что — —4; я подставляю затем это 
у 


значение, вместо 25, во второе уравнение, получаю 


ов, — 92° 
у у 


и после приведения 
16 — 65 —- абЗу? —- 58 —0. 


Если ау? | а?’у=23 и уё —ау==ад, то, чтобы исключить у, 
нужно выразить его значение из второго уравнения, которое 
(5 _ 


даст у— . 1оэтому я подставляю, вместо у, в первое 
5 —а 
уравнение ‚› получаю 
5 —а 
4352 а35 
И 
(3 — а)? д —@& 


и после приведения 
2“ — 2423 -Р а22? — 2435 —- а4==0. 


х 
Аналогично, если = —д и су -—- 21==6*, то, чтобы исклю- 
С 


т 
чить 2, я ПОДСТавляю, вместо 2, во второе уравнение 29. , 
- С 


что даст 


Человек, приобретший в подобных вычислениях навык. 


часто найдет более скорые приемы для исключения неизве- 
., 2х — 3 аз 
стной. Допустим, что даны уравнения ах= ———— и = .. 
5 я — 
Если равные умножить на равные, то получатся равные; 
т.е. а1?=а6?, или х=6. 
Я, однако, предоставлю подобные частные случаи разо- 


брать, если понадобится, самим учащимся .36 
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ИСКЛЮЧЕНИЕ НЕИЗВЕСТНОЙ ВЕЛИЧИНЫ, 
ВХОДЯЩЕЙ В КАЖДОЕ УРАВНЕНИЕ 
В НЕСКОЛЬКИХ ИЗМЕРЕНИЯХ 


Если исключаемая величина входит в оба уравнения более 
чем в одном измерении, следует найти из каждого уравнения 
значение ее высшей степени; а если уравнения — различных 
степеней, то уравнение с низшей степенью нужно помножить 
на исключаемую неизвестную или на ее квадрат, или на куб 
и т. д., так, чтобы оно приобрело ту же степень, что и дру- 
гое уравнение. Затем следует приравнять между собой значе- 
ния этих степеней. При этом получится новое уравнение, 
в котором высшая степень, или измерение, исключаемой не- 
известной уменьшилось. Повторяя это действие, вы в конце 
концов исключите неизвестную. 

Если, например, 22 —- 55=3у° и 2ху=32? 4 и нужно 
исключить х, то первое уравнение даст 22—32? — 5х, а вто- 


— 2ту — 4 
рое =— * —д?. Я полагаю ЗУ" — 55= —— ‚› после чего х 


приводится лишь к одному измерению; теперь его можно 
исключить по правилам, изложенным ранее. Действительно, 
после должного приведения последнего уравнения получится 
9? - 4 
2у -|- 15 
чение # в одно из данных уравнений (например, в 1? -|-55==3у?) 
и получаю 


9/2 — 155=2ху— 4, или = . Я подставляю это зна- 


ву? 60у 225 ' 2у415 


Чтобы привести это уравнение, я умножаю на 4? 60у-[- 225 
и получаю 


811“ 722-16 —9043—-40у-—675у?-|-- 300 = 
— 12“ 1803°-—-67Ъ5у?, 
или 


69/* — 903 ——- 72? — &0у = 316=0. 
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Допустим еще, что вам даны у3=12--3х и у —=1—ху—3. 
Чтобы исключить у, я умножаю второе уравнение на у, 
после чего получится 3 ==2?у — 1? — Зу, где число измерений 
то же, что в первом уравнении. Приравнивая между собой 
значения 13, я имею 1? Г 35=22у — 1у* —3у, где у входит 
в пониженном, втором, измерении. С помощью этого нового 
уравнения и более простого из двух первых у=1 —2у— 3 
можно, пользуясь тем же приемом, что в предыдущем прп- 
мере, полностью исключить у. 

Имеются и другие, притом часто более короткие способы 
исключения. Допустим, что вы хотите из уравнений 


х4 
и у =2ху —- — 
а 


исключить у. Извлеките из каждого уравнения корень у, как 
было показано в правиле УТ; получится 


ОНИ о 
р аа Ве 
= 


а, 


Приравняв эти два значения у, вы получите 


а а? а? 
7-4 , й > 2‘ 
если отбросить с обеих сторон равные величины —, 
а- 
12 
то останется — =х, или 14°—ах, и х==а. 


@ 


Чтобы исключить х из уравнений 


© 


у 


тут =20 


И 
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вычтите из обеих сторон первого уравнения у, что даст 
4/7 
--— =20—у 
х 
и по возведении в квадрат 


ау -НИ, —400 — 40у -- у. 


Если отбросить с обеих сторон у, то останется 


у —400 — 409. 
я 


Так как 400—40у и 140 равны одним и тем же величинам, 


то 400—40у равно 140, или у=6 : . Вы можете сократить 


вычисления таким образом для большинства уравнений. 

Когда исключаемая величина имеет несколько измерений, 
требуемые для ее исключения из уравнений выкладки бывают 
иногда весьма утомительны. В этом случае труд значительно 
облегчается, если воспользоваться правилами, содержащимися 
в следующих примерах. 

Первое правило. При исключении х из ал? бл с=0 
и }2° —- зах —- 1—0 получится 

(ай — 6 — сай -- (6 — св) 6 - (ав? + сР)с=0. 


Второе правило. При исключении х из а23 6? | 
—- < —-4=0 и }7-- 22 -- #=0 получится 
(ав — в — орал? (а — св —2а № (ей — 98) (вв? сР)-- 

—- (Заз | 68* |- аР)а]1=0. 

Третье правило. При исключении х из а24 -Р 623 -|- 

—- 62° 4х -- е=0 и ] 2? 1 вх — #—=0 получится 
(ай — 68 — 26} айз -- (6 — се — 24] 6/1? —- 

= (а=?-ЕсР) (с? — авар - ев? — 2е №) | (Зав й-— 6 ара-- 

-- (22 —- 365 й — ав - еР)еР - (—68 — 2ав) её? =0. 


18 ИСКЛЮЧЕНИЕ НЕИЗВЕСТНОЙ, ВХОДЯЩЕЙ В'НЕСК. ИЗМЕРЕНИЯХ 


Четвертое правило. При исключении х из 423 —- 65°-—- 
—- д РГ 4=0 и [З- 22° - йх —- А=0 получится 
(ай — 68 — 26] (а41? — ас №) —- (а -- 6 — св — 2ар ай —- 
—- (— а —- 6А | 2св — За] а? — 
—- (сай — 42 — с? —- 26а) (а? | ср?) —- 
—|- (Загй + 65? - 4аР— За) 421 -Р (— За — БА св — а] ве# —- 
—- (6 — 248) 618 —- (— 52 — Задай — са] авЁ=0. 
Например, чтобы исключить 5 из уравнений 22 -[--5х — Зу? == 
и 32? — 27у|-4==0, я соответственно подставляю в первом 
правиле, вместо а,б, с; |, 8,й, величины 1,5, —3у°; 3, —2у,4. 
При должном соблюдении знаков | и — получится 
(4 10у- 18?) хА-- (20—63) Х 15-- (4у?—27у?) Х (—3у?)=0, 
или 
16-—-40у-- 722 300—90у3--69у“=0. 
Аналогично, чтобы исключить у из уравнений у — ху? — 


— 35 =0 и у - ху—27-3=0, я подставляю во втором 
правиле, вместо а, 6, с, 4; }, &, й, х, соответственные величины 1, 


— 1, 0, —3%;1, 1, — 22-3, у и получаю 
(—- 2-3 -| 22) (24 — 642 | 9) | (123 — 3х - 62) (23 — 35) —- 
— 322 Х 22 | (— 323 + 9х — 3х — 23) (— 31) =0. 


Если отбросить лишние величины и произвести умножения, 
то вы получите 


35% — 1852 | 27 -- 26 — 91? —- 344 -- 1224 — 1812—0 
и после приведения 
268—185 — 45172 — 27=0. 


До сих пор мы говорили об исключении одной неизвестной 
величины из двух уравнений. Исключение нескольких неиз- 
вестных из нескольких уравнений производится постепенно. 
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Например, если вы хотите найти из уравнений ах==ух, 


т У=д и 51==У9 -— 33 величину у, то начните с исключения 
одной из двух неизвестных х или 2, допустим х. Для этого 


5 
подставьте ее значение из первого уравнения Ех во второе и 
а 


5 5у5 
третье, что даст вам “^ Ч у=д и 2 =у--32. Затем исклю- 
а а 


чите из этих двух уравнений 2, как это делалось ранее. 


О МЕТОДЕ ИСКЛЮЧЕНИЯ ИЗ УРАВНЕНИЙ 
ЛЮБОГО ЧИСЛА РАДИКАЛОВ: 


Здесь можно упомянуть о методе исключения иррациональ- 


ных величин посредством приравнивания их каким-либо бук- 
вам. Если, например, вам дано уравнение 


3 
Учу— Уа* —ау=2а-|- Ур 


о 
и вы положите = УИау, = а? —ауи 2= аху?, то полу- 
чите уравнения # — 9=2а —- д, = ау, 9 =а? —ау и 23==ау?. 
Если из этих уравнений последовательно исключить &, рих, 


то получится уравнение, совершенно свободное от иррациональ- 
ностей. 


О ПРИВЕДЕНИИ ВОПРОСА К УРАБНЕНИЮ 


После того как учащийся несколько поупражнялся в пре- 
образовании и приведении уравнений, ему следует испытать 
свое искусство в приведении вопросов к уравнению. Когда 
ставится какой-либо вопрос, искусство учащегося особенно тре- 
буется для того, чтобы выразить все условия вопроса посред- 
ством такого же числа уравнений. Для этого необходимо 
прежде всего выяснить, можно ли выразить все те предло- 
жения, в которых сформулирован вопрос, при помощи алгеб- 
раических членов, подобно тому как мы изображаем наши 
понятия при помощи латинских или греческих букв. Если это 
возможно (как бывает, когда вопрос относится к числам или 
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отвлеченным величинам), то учащийся должен дать наимено- 
вания нужным в вопросе известным и неизвестным величинам 
и выразить смысл вопроса, так сказать, на языке анализа. 
Переведенные таким образом на язык алгебраических членов 
условия дадут столько уравнений, сколько их требуется для 
решения.39 

Допустим, например, что требуется найти три образующих 
непрерывную пропорцию числа, сумма которых есть 20, 
а сумма квадратов 140. Если назвать эти три искомых числа 
т,у,2, то вопрос будет переведен с обыкновенного языка на 
язык символических выражений следующим образом: 


Вопрос, изложенный словесно То жев символах 

Ищутся три числа (.......... д, у, 5? 
подчиненные следующим условиям: 

они образуют непрерывную пропорцию . х:у=у:2, ИЛИ 15=" 

их сумма есть 20......... д -у-| 5=20 

а сумма их квадратов есть 140 ..... 22 --у? -- 22=140 


Таким образом, вопрос сводится к уравнениям 25=у^, 
х-—-у-г ==20, 12 | у? | 222—140. При помощи этих уравне- 
ний и ранее изложенных правил следует найти значения 
х, у и 2. 

Заметьте, что решения вопросов (по большей части) тем 
быстрее и искуснее, чем меньше вы вводите неизвестных вели- 
чин. Например, если в предложенном вопросе взять первую 
неизвестную равной х, а вторую равной 1, то третьей про- 


2 
порциональной будет ”_. Приняв ее за третье число, я выра- 
ны 


жаю вопрос при помощи уравнений следующим образом; 


Вопрос, изложенный словесно Символически 
Ищутся три числа, образующие непре- 12 
рывную пропорцию.......... т, у, =? 
2 
сумма которых есть 20 ......... ху „=20 
у“ 


а сумма квадратов 140 ......... 27 —- у" 
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Вы получите, таким образом, уравнения 


вру--- =20 


, 4 
22 -- у? : —140, 

посредством приведения которых можно определить хи у. 

Возьмите другой пример. Некий торговец каждый год уве- 
личивает на одну треть свое состояние, уменьшенное на сто 
фунтов, которые ежегодно затрачивает на свою семью. Через 
три года он обнаруживает, что его состояние удвоилось. 
Спрашивается, сколько у него было денег вначале. Чтобы 
решить вопрос, заметьте, что в нем содержатся в скрытом 
виде некоторые предложения, которые все должны быть выяв- 
лены и выражены. 


Словесно А лребраически 
У торговца имеется состояние... х 
из которого он в первый”год 
затрачивает 100 фунтов. . 


х — 100 
Остаток он увеличивает на одну 0 х— 400 55 —400 
еее < ——_— ии 
треть. ... З 5 
Во второй год он опять тра- 
и. е. 4. —400 4х —700 
отит 100 фунтов... ... —4100, или х 
3 
и остаток увеличивает на одну 
треть о... .| 4% —700 | 4х—700 16х — 2800 
>——_—= или 
3 9 9 
В третий год он опять тратит 
16х — 2800 ° 16х — 3700 
100 фунтов... ..... 100, или ——^ 
9 9 
и остаток также увеличивает на 
16х—3700 , 16х —3700 64х—14 800 
одну треть. ......... + , или 
9 27 27 
причем оказывается вдвое бога- 800 
че, чем был вначале .....| 685—149 800, 
27 


6 Ньютон. Всеобщая арифметика 
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Таким — образом, вопрос выражается — уравнением 
6&х — 14800 7 


27 
уравнение на 27 и вы получите 64—14 800—545; вычтите 
из обеих сторон 54% и останется 105 — 14 800=—0, или 
10% —=14 800; разделив на 10, вы найдете, что х=1480. Таким 
образом, состояние торговца вначале, а также его последую- 
щая прибыль или доход были равны 1480 ф. 

Вы видите, что для решения вопросов, относящихся лишь 
к числам или к отвлеченным отношениям величин, нужно 
только перевести задачу с латинского или иного языка на 
язык алгебры, т. е. выразить ее при помощи знаков, пригод- 
ных для изображения наших понятий об отношениях величин. 
Иногда может показаться, что слова, выражающие содержз- 
ние вопроса, не могут быть переведены на язык алгебры; но 
это бывает легко сделать, произведя небольшие изменения, 
а также придерживаясь более смысла слов, чем их буквы. 
В языках различных народов также имеются свои особые 
выражения, идиомы, и если они встречаются, то переводить 
их на другой язык нужно не буквально, но по смыслу. Для 
иллюстрации такого рода задач и ознакомления со способом 
приведения их к уравнениям, а также учитывая, что искус- 
ства гораздо легче изучать при помощи примеров, чем при 
помощи предписаний, я считаю нужным привести здесь ре- 
шения следующих задач. 


—25, приведя которое вы найдете х. Умножьте 


Задача [ 


Даны сумма двух чисел а и разность их квадратов 5; 
найти числа. 

Допустим, что х есть меньшее число, другое будет а —х. 
Квадраты их будут соответственно 4% и а? — 2ах -|- 2?. Раз- 
ность этих квадратов 4?— 2ах, по предположению, есть 6. 
Следовательно, 4? — 2ах=6 и, после приведения, а* —6==2ах, 


== ( а „.) 
или —= — ——_} =. 
2а 
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Например, если сумма чисел, или а, есть 8, а разность 


1 
квадратов 6 есть 16, то са: (=4—1) будет =3==х 
и а-х==5. Поэтому искомые числа суть 3 и 5. 


Задача Ш 


Найти три величины х, у и 2 по данным суммам их лю- 
бых пар. 

Допустим, что сумма двух величин хи у есть а, сумма 
х и 5 есть $, а сумма у и 2 есть с. Таким образом, для 
определения трех величин 5, у и 3 имеются три уравнения 
х--у=а, хр 2=6, уг з==е. Чтобы исключить из трех 
неизвестных две, например уи 3, вычтите х из обеих сторон 
первого и второго уравнения. Вы получите у=а — хи з=6—х. 
Подставьте эти значения у и д в третье уравнение у &==с, 
это даст а —х-—-6 — х=е. Приведя это уравнение, вы полу- 


а-оЫ—с 
чите х=— И. После того как х найдено, уравнения 


у=а— ти 2==6— т дадут значения у и 2. 

Пример. Сумма уих есть 9, сумма хи 5 есть 10, а 
сумма у и д есть 13. Напишите в значениях х, уи2 число 9 
вместо а, 10 вместо В и 13 вместо с. Тогда а - 26 — с=6 и, 


значит, х (= ие —=3, у(=а —я)=биз(=6—2)=7. 


Задача Ш] 


Разделить данную величину на произвольное число частей 
так, чтобы большие части превосходили наименьшую на дан- 
ные разности. 

Допустим, что величину а требуется разделить на четыре 
части и что х есть первая и наименьшая из частей, 6 избы- 
ток второй над первой, с избыток третьей и 4 избыток четвер- 
той. Значит, вторая часть будет х-- 6, третья х--с, а чет- 
вертая х 4. Сумма всех этих частей 4х 6 - с-- 4 должна 
6* - 
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быть равна целой линии а. Вычтите из обеих сторон 6--с--а, 


а——с—а 
останется 4х=а —6—с—4, или = . 
Пример. Линию в 20 футов нужно разделить на четыре 
части так, чтобы избыток второй над первой был 2 фута, 
избыток третьей 3 фута и, наконец, избыток четвертой 7 фу- 
9-87) , 


— 
-- 


) 


тов. Эти четыре части будут: “(= о или 


х--6—=4, х-е=5, х--4=9. 
Таким же способом можно разделить при этих условиях 
величину на болышее число частей. 


Задача ТУ 


Некто желает распределить между бедными деньги. Если 
бы у него было на восемь динариев больше, то он мог бы 
дать каждому по три, но он раздает лишь по два, и у него 
еще остается три. Сколько было бедных? 

Допустим, что число бедных есть 1. Чтобы раздать 3х 
динариев, недостает восьми динариев, значит этот человек 
имеет 3х —8 динариев. Из этих денег он раздает 2х дина- 
риев, и значит, остаток после раздачи х — 8 есть три дина- 
рия. Следовательно, х—8==3, или х==11. 


Задача У 


Два почтальона А и?В‚ находятся друг от друга на рас- 
стоянии в 59 миль. Утром они отправляются друг другу 
навстречу. А проходит в два часа 7 миль, В — в три часа 
8 миль, но В выходит часом позднее, чем А. Сколько миль 
пройдет А до встречи с В? 

Обозначьте искомый путь 1, тогда путь, который прой- 
дет В, будет 59 —х. Так как А проходит 7 миль в два часа, 


.. 2х 
то 1 миль он пройдет за = часов, ибо 7 миль: 2 часам= 


2х 
= миль: = часам. Точно так же, так как В проходит 8 миль 
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177 —3 


ь: 2 *> Х 
за3 часа, то свой путь 59 — х он пройдет за часов. Ца- 


лее, так как разность этих времен составляет 1 час, то 
177 — 3х 


2 


чтобы их уравнять, прибавьте к меньшему, т. е. к 


эту разность. Таким образом, вы . получите уравнение 


==. После приведения вы найдете, что х==35. 


Действительно, если это уравнение умножить на 8, оно примет 


16 
вид 185— 32=-—. Умножив затем все на 7, вы получите 


1295 —21%=—=16х, или 1295=37х. Наконец, разделив на 37, 
вы найдете, что х=35. Таким образом, А должен пройти 
до встречи с В расстояние в 35 миль. 

Та же задача в более общем виде. Даны ско- 
рости тел А и В, движущихся к одному месту, а также раз- 
ность моментов времени и расстояние между местами отправ- 
ления. 'Гребуется определить место встречи. 

Предположим скорость тела А такой, что оно проходит 
за время ]{ пространство с, а скорость тела В такой, что оно 
проходит за время = пространство 4; предположим также, 
что расстояние между отправными пунктами есть е, а раз- 
ность моментов отправления Й. 

Первый случай. Пусть оба тела движутся в одном 
направлении и пусть А в начале движения находится дальше 
от места, к которому оба они стремятся. Обозначьте это рас- 
стояние х и вычтите его из расстояния е, тогда х —е будет 
расстоянием В от места, к которому оно стремится. Так как А 
проходит пространство с за время ][, то время, которое оно 

[5 


употребит, чтобы пройти х, будет —, ибо пространство с 
С 


1х 


относится ко времени 1, как пространство х ко времени --. 
[Я 


А так как БВ проходит пространство 4 за время 2, то про- 


д — 5е 
странство х —е оно пройдет за время ее И так как раз- 
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-— ——ыы—-——. —-— —— 


ность этих времен положена равной й, то, чтобы уравнять их, 
прибавьте й к меньшему времени, т. е., если первым начинает 


Ни х Я — 2е 
двигаться В, то к 1 . Это даст вам уравнение =. —- ре 
[Я с 


све -- са® 
из которого после приведения получится, что а —=4. Если 
се — 


р 


д — 56 
первым начинает двигаться А, то # нужно прибавить к т“ 


Вы получите и | = и после приведения 


све — сай _ 
с 


с; — а] 
Второй случай. Если движущиеся тела направляют- 
ся друг другу навстречу и начальное расстояние тела А от 
места встречи, как и ранее, есть д, то начальное расстояние В 
от ТОГО же места будет е—х, время, употребляемое А на 
НЯ 
прохождение пространства х, будет Е ‚ а время, употребляе- 
С 


5е — 5% 
мое В для прохождения пространства е — 1, будет ——. 


Прибавьте к меньшему из этих времен, как и ранее, раз- 

ность й. Другими словами, если первым начинает двигаться В, 
НЯ д е — 2х 

прибавьте й к л ‚ вы получите г: = и, после при- 
С с и 


све — сай 
с - а] 
5е — 55 
прибавьте Йй ко времени —^ 


ведения, —=4. Если же первым начинает двигаться А, 


}х 


‚ и ваше уравнение будет -— == 
С 


све -|- сай __ 
сё —- а] 
Пример Г. Допустим, что солнце каждый день проходит 
один градус, а луна-—13 и что в некоторое время солнце нахо- 
дилось в начале созвездия Рака, а луна спустя три дня была 
в начале созвездия Овна. Спрашивается, где произойдет их 


=, что после приведения даст 


первое соединение? Ответ: в 10-- градусе созвездия Рака. 


Действительно, оба тела движутся в одном направлении, а 
так как движение луны нужно отсчитывать лишь после тогс, 
как солнце перемещалось уже в течение трех дней, и луна 
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дальше от места соединения, чем солнце, то луну следует 
принять за А, а солнце за Б, и длина пути, который прой- 


све —- сай 
] 


ео — 


дет луна, будет . Если вы подставите сюда 13 вместо с, 


э 
1 вместо }, 4 и ©, 90 вместо еи 3 вместо Й, то получите 


1х90- 134 1209 
1813 с 109 или 1008 градуса. Оточи- 
13х41 —4Х4 12 ь 


тайте эти сто и три четверти градуса от начала созвездия 


Овна и вы получите 10- градуса созвездия Рака. 


Пример 11. Допустим, что два почтальона А и В, нва- 
ходящиеся утром на расстоянии друг от друга в 59 миль, 
отправляются навстречу друг другу, что А проходит за 2 часа 
7 миль, а В за 3 часа 8 миль и что В отправляется в путь 
часом позднее, чем А. Спрашивается, какое расстояние прой- 
дет А до встречи с В? Ответ: 35 миль. Действительно, так 
как они идут навстречу друг другу и А выходит первым, то дли- 
на пути`А будет т написав здесь 7 вместо с, 2 вме- 

С 


сто }, 8 вместо 4, 3 вместо 2, 59 вместо е и 1 вместо й, мы 


1 1 
получим _7жЗх59 + 7х8 ХТ ‚т.е. 1295. или 35.40 
7х3 8х2 37 
Задача УГ 


Дана мощность некоторого действующего агента; опреде- 
лить, сколько таких действующих агентов произведет за 
данное время 6 данный эффект а. 

Допустим, что мощность действующего агента такова, чго 
за данное время 4 он может произвести эффект с. Время 4 
относится ко времени 6, как эффект с, который агент может 
произвести за время 4, к эффекту, который он может произ- 


.. фе 
вести за время $ и который поэтому будет равен =. Далее, 


с 
эффект одного агента = относится к эффекту их всех а, как 
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этот отдельный агент ко всем агентам; потому число агентов 
аа 
будет —. “1 
ре 
Пример. Если писец может за 8 дней написать 15 ли- 
стов, сколько понадобится писцов, чтобы написать 405 листов 
за 9 дней? Ответ: 24. В самом деле, если поставить 8 вместо 4, 
ад 
15 вместо с, 405 вместо а и 9 вместо 6, то число — бу- 
С 
405 Ж8 3240 


‚ т.е. ‚ или 24. 
9х 15 135 


дет 


Задача УП 


Даны силы нескольких действующих агентов, определить 
время х, в которое все они вместе произведут данный эффект 4. 
Допустим, что силы агентов А, В, С таковы, что за вре- 
мена е, |, гони производят соответственно эффекты а, 6, с. 
За время х эти агенты произведут соответственно эффекты 


ах фл сх, ах фх ‚ сх 
—,-—-, —; значит, — -- — --- =@, откуда путем приведения 
е } 8 е / 8 
4 
мы получим х= 
а Ь С 
е ] В 


Пример. Трое рабочих могут выполнить некоторую 
работу, при этом А может выполнить ее один раз за 3 не- 
дели, В три раза за 8 недель, а С пять раз за 12 недель. 
Спрашивается, в какое время они смогут выполнить эту 
работу все вместе? Здесь силы агентов А, В, С производят 
за времена 3, 8, 12 соответственно эффекты 1, 3, 5 и тре- 
буется определить, в какое время соединенные их усилия 
произведут один эффект. Напишите поэтому вместо а, 6, с; 
4; е, ‚в числа 1, 3, 5; 1; 3, 8, 12. При этом получится, 
что время, за которое трое рабочих вместе произведут работу, 


1 8 „ ., 
= ‚ или о одной недели, т. е. 5 дней и 4 часа 
зо 


считая в неделе 6 рабочих дней и в каждом дне 12 часов). 
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Задача УП 


Данм различные смеси двух или большего числа веществ, 
и из них требуется составить новую смесь, в которой эти 
вещества находились бы в данных отношениях. 

Допустим, что данное количество одной смеси есть ЧА —- 
——-еВ -- С, то же количество другой смеси 8А АВ --ЁС и 
то же количество третьей 1А | тВ -пС. Здесь А, В, С 
обозначают смешиваемые вещества, а д, е, }, 2, й ит. д. доли, 
в которых эти вещества входят в каждую смесь. Допустим, 
что из трех смесей требуется составить новую смесь рА’-- 
—- В -- С и что числа, на которые нужно умножить соответ- 
ственно три данные смеси, чтобы сумма их составила рА —- 
-- В -- тС, суть 2, у, 2. Таким образом, 


ахА — ехВ -- ]%С 
—- гуА -- ВУВ —- УС, =рА — В | *С. 
-- (А — тзВ — пзС 


Приравняем члены, полагая 4х -—- 5у —- #=р, ех-- пу -- 
-- т: = и м Ку-Ё пд==т. Путем приведения мы получим 


РУ чт гу па 
а е 1 | 


х 


Далее, из уравнений 


р— 5—1 _ Ч -—йу—та 
а е 


9 — йу — тз __г— Ау — п 


е ] 
мы путем приведения получим, что 


ер — 44 -- атз — ей (=) = 8 — ег -- еп — }тз 
ед — 4% № — ек | 
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Положим для краткости х==ер — 44, В=ат — ей, у=ез — ай, 
9—]4— ет, С=еп — рп и 0 —= д — ек. Тогда 


и -|- Вз __ 8 -| 68 
у 0 
и после приведения 
__ 0“ — 16 
1$ — 80 
Найдя 5$, положите 
и В= 
у — и 
у 
И 
ДТ — ри . 
4 


Пример. Даны три металлических сплава. Один фунт 
первого сплава содержит 12 унций серебра, 1 унцию меди 
и 3 унции олова. Фунт второго сплава содержит 1 унцию 
серебра, 12 унций меди и 3 унции олова. Фунт третьего 
сплава содержит 14 унций меди, 2 унции олова и вовсе 
не содержит серебра. Из этих трех сплавов нужно составить 
новый, фунт которого содержал бы 4 унции серебра, 9 унций 
меди и 3 унции олова. Напишите вместо 4, е, }; в, №, К; [; т, 
п; р, 4, т соответственно 12, 1, 3; 1, 42, 3; 0, 14, 2; 4, 9, 3. 
Гогда: «(=ер —44=1Ж4 — 12Ж9) = —104, В (=ат — е#=12ж 
х14 —1Ж0)=168, у=—143, 8=24, С=—40 и 0=33. По- 
этому 

, О 18 __ — 3432 -- и?) 0, 
ус— 80 — 5720—5544 


< 


—_%-Е 88 __ —104--0 __ 8 
-/ — 143 
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8 3 
Значит, если взять И фунта второго сплава и И фунта пер- 


вого, не беря ничего от третьего, то получится фунт сплава, 
содержащий четыре унции серебра, девять меди и три олова. 


Задача [ХХ 


Известны цены нескольких смесей из одних и тех же ве- 
ществ и пропорции смешанных веществ. Определить цену 
каждого из смешанных веществ. 

Обозначим вещества А, В, С, и пусть цена смеси 4А -- 
— В ГС будет р, цена смеси еА АВ — тС будет 4, а 
цена смеси ]А ЕВ -пС будет т. Требуется определить 
цены т, у, 2 веществ А, В и С. Поставьте вместо веществ 
А, В, С их цены х, у, 5 и вы получите уравнения 4х -— ву 
—- 8==р, ех Г Фу + тз=9 и И Ёу-- па=т. Действуя 
так же, как в предыдущей задаче, вы также получите из этих 
уравнений, что 


у - и =. 
у$ — 80 у 4 

Пример. Некто покупает 40 мер пшеницы, 24 ячменя 
и 20 овса за 15 фунтов 12 шиллингов. Затем он производит 
вторую закупку тех же сортов в 26 мер пшеницы, 30 мер 
ячменя и 50 овса за 16 фунтов. Наконец, он делает третью 
закупку тех же сортов в 24 меры пшеницы, 120 ячменя и 
100 овса за 34 фунта. Спрашивается цена меры каждого 
рода зерновых. Ответ: мера пшеницы стоила ему 5 шиллин- 
гов, мера ячменя 3 шиллинга, а мера овса 2 шиллинга. 
В самом деле, подставьте вместо 4, в, 1; е, й, т; |, Ё, п; 
р, 4, г соответственно 40, 24, 20; 26, 30, 50; 24, 120, 100; 


15— ‚ 16, 34 и вы получите: 
«(—ер—44а=26Х 15 = — 40х16) =—24 2, 
В (=@т — ей =40.%50 — 26Ж20)=1480, у—— 576, 8—— 500, 
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< —1400 и 0 = 2400. Значит, 


(8 562 560 — 288000 274560 \ 1 
‹ 35—80 — 806 400 -- 3552 000 ве) 16’ 
234 > 148 
| ЕВ ВИ 
— 576 / 20’ 
3 18 
15 ———2 
т __р—ву— 18 _ 5 5 __ 1 
а &0 — 


; 1 
Гаким образом, мера пшеницы стоила у фунта, или 5 шиллин- 


3 
гов, мера ячменя >. фунта, или 3 шиллинга, и мера овса 


1 
УГ фунта, или 2 шиллинга. 


Задача Х 


Даны удельные веса смеси и каждого из составляющих 
ее веществ: определить пропорцию, в которой участвуют 
смешиваемые вещества. 

Допустим, что удельный вес смеси А -Ё В есть е; удель- 
ный вес А есть а, а удельный вес В есть 6. Так как абосо- 
лютная тяжесть, или вес, тела равняется произведению из его 
объема на его удельный вес, то вес А есть аА, вес В есть 6 В 
и вес смеси А -|- В есть еА г еВ. Следовательно, аА —- 6В= 
==еА -- еВ, откуда аА —еА =еВ — БВ, или (е—6):(а—е)= 
= А: В. 

Пример. Примем тяжесть, или удельный вес, золота 


за 19, серебра за 10, а короны царя Гиерона за 17. 
Тогда 10:3 [(е— 6): (а —е)=А : В)] = объем золота в короне: 
объем серебра, или же 190:31 [=19х10:10-; ЖЗ = 
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=ах (е—В):6х @—в)| — вес золота в короне к весу се- 
ребра и 221: 31 =вес короны к весу серебра. 


Задача ХХ! 

а быков поедают луг 6 за время с; 4 быков поедают 
пастбище е того же качества за время }; трава растет равно- 
мерно. Спрашивается, сколько быков съедят пастбище в 
того же качества за время й? 

Если а быков за время с поедают пастбище 6, то в еилу 
пропорциональности пастбище е за то же время с съедят 


ае ес 
> быков, а за время {его съедят та быков, а за время й 


се 
его съедят Ре быков — в предположении, что по истечении 


времени с трава расти перестанет. Но так как трава 
растет, то луг е за время 7 съедят 4 быков. 
Значит, травы, которая выросла на лугу е за время }— с, 


оказалось бы достаточно, чтобы прокормить в течение вре- 


сеа 
мени } число быков & — 5} т. е. чтобы прокормить в тече- 


ние времени й число быков -— — ть В силу пропорциональ- 


ности, травы, которая выросла бы на этом лугу за время й — с, 
оказалось бы достаточно, чтобы прокормить в течение вре- 
— рай-— асей—фа 2 
мени й число быков р :] Ц или раб тасе?-_В4о]-Еаес" 
ево № БА — Бе 
Прибавьте это приращение к числу быков т и получится 
ра} № — асей — 5са} -- асе] 
БУ — Бер 
достаточное, чтобы съесть за время Й луг е. В силу пропор- 
циональности луг с сможет за то же время прокормить 
ра] — асевй — 6с4=} —- асе] быков. 
фе]й — Всей , 
Пример. 12 быков съедают 3 югера “? пастбища за 


‚ что представляет собой число быков, 


4 недели; 21 бык съедает 10 югеров, такого же пастбища за 
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9 недель; сколько быков съедят траву на 24 югерах за 18 не- 

дель? Ответ: 36. Это число получится, если подставить в выра- 

ра} — есазр — Басе] | ес] ва 
фей, — Всей, 


и й соответственно числа 12, 3, 4, 21, 10, 9, 24 и 18. Быть 


жение вместо букв а, Ь, С, А, е, р, 8 


может, решение получится не менее быстро, если провести 
его с самого начала в том же порядке, что и предыдущее 
буквенное решение. Именно, если 12 быков за 4 недели 


1 
поедают 3 югера, то в силу пропорциональности 36 быков 


за 4 недели, либо 16 быков за 9 недель, либо 8 быков за 
18 недель поедят 10 югеров травы, предполагая, что трава 
перестает расти. Но так как трава растет, то 21 бык за 9 не- 
дель съест лишь 10 югеров травы; значит, трава, которая 
выросла на 10 югерах за последующие 5 недель, сможет 
прокормить в течение 9 недель избыток 241 быка над 16 бы- 


5 
ками, или 5 быков, либо, что то же самое, 5 быков в тече- 


ние 18 недель. Прирост травы за 14 недель (избыток 18 над 
первыми 4) сможет аналогичным образом прокормить 7 быков 


5 
в течение 18 недель, ибо 5 недель: 14 неделям == > быков: 


:7 быкам. Прибавьте поэтому этих 7 быков, которых сможет 
прокормить один лишь прирост травы, к 8, которых прокор- 
мила бы трава без прироста по истечении четырех первых 
недель; сумма будет 15 быков. Наконец, если 10 югеров мо- 
гут прокормить 15 быков в течение 18 недель, то в силу 
пропорциональности 24 югера смогут прокормить за это же 
время 36 быков. 


Задача ХИ 


Даны величины и количества движения двух совершенно 
упругих шаров, которые движутся по одной прямой и со- 
ударяются. Определить их движения после отражения. 
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Решение этого вопроса зависит от следующих условий: 
каждое тело испытывает противодействие, равное действию, 
оказанному им на другое тело, и они удаляются друг от 
друга после отражения с той же скоростью или быстротой, 
с какой встретились перед ударом. Приняв это, допустим, 
что скорости тел А и Б суть соответственно а и 6; тогда 
их количества движения будут аА и ЬВ (ибо количества дви- 
жения тел равны произведениям их масс на их скорости). 
Допустим, что оба чела движутся в одном направлении и 
что А, двигаясь быстрее, следует за В. Положим уменьше- 
ние количества движения @А и приращение количества дви- 
жения 6В вследствие удара равным т. Тогда после отражения 
соответственные количества движения будут аА —хи 6В | х, 
аА—х И $В--х 

В 
быть равна разности скоростей до отражения, т. е. а— 6. 
Таким образом, получается уравнение 


а скорости 


. Разность этих скоростей должна 


откуда после приведения 
„_ 2алВ — АВ 
А+В 


„аА —х 
Если подставить это значение 1 в выражения скоростеи ——_ 


$В--х аА — а В -+ 2ЬВ 


АВ 


И ‚ то скорость А после отражения будет 


7 
2аА — А-В 

АВ | 

Если тела движутся друг другу навстречу, то нужно всюду 
переменить знак 6 и скорости А и Б после отражения ока- 
аА—аВ—28 | 2аА АВВ. 

А-В А+В 
В случае, если какая-либо из этих скоростей получится 
отрицательной, то это значит, что движение после отражения 
будет происходить в направлении, противоположном тому, 


а скорость В будет 


жутся соответственно уавными 
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какое имело до отражения А. То же следует иметь в виду 
относительно движения А в предыдущем случае. 43 

Пример. Допустим, что однородные тела А, весом 
в 3 фунта, и В, весом в 9 фунтов, движутся в одном направ- 
лении, имея соответственно 8 степеней скорости и 2 степени 
скорости. Напишите в таком случае вместо А, а, В, 6 числа 3, 
92 и аА —аВ-- В будет —1, а 2аА — БА --ЬВ 

АВ А+ В 

ким образом, после отражения А пойдет в обратном направ- 
лении с одной степенью скорости, а В будет продолжать дви- 
жение с 5 степенями скорости. 


будет 5. Та- 


Задача Х]] 


Найти три составляющих непрерывную пропорцию числа, 
у которых сумма равна 20, а сумма квадратов 140. 
Положите первое из этих чисел равным х, а второе у 


2 
тогда третье будет у. Поэтому 
х 


У 2 АНИ 
дру -—=20 и Ру =140. 
т 7 
После приведения первое уравнение примет вид 


2 --(у— 20) = -- 0, 


2 (у? — 140) 22 1 у1—=0. 


Для исключения х подставьте в третье правило вместо а, 6, 
с, 4, е, |, в, й соответственно 1,0, у? — 140, 0, у; 1, у—20 
и У. При этом получится 


(—у?-{ 280) уз -{ (2у°—40у -| 260) Х (260у4 — 405) -- 
—- 34 Х у - (— 22) Х (уз — 40уз -+- 400) =0 
и после перемножения, 


1 60098 — 20 800%5 — 67 600%*=0. 


а второе 
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Приведение затем даст 
4? — 52у —- 169=0, 
а извлечение корня 
2у— 13=0, 
или у==6 >. То же самое мы нашли более коротко ранее, 


применив другой прием, который, однако, не столь общий, как 
настоящий. 44 Наконец, чтобы найти х, подставьте в урав- 
нение 


я --(у—20)2-ру=0 
вместо у число 6. Вы получите 
21311.42 1 — 
12 — 13 52 = р 0, 


или 
1 1 

12—13 —-х—42-, 
2 4 


откуда, извлекая корень, найдете, что 


Таким образом, большим из трех искомых чисел является 


3 5 3 5 
6 —-|- 3 —, а меньшим 6 — — 3 —. Дело в том, что х 
ь 46 ’ ГА 16 Д 7 


обозначает одинаково любое из двух крайних чисел: отсюда 
и получаются для х два значения; и если одно из этих зна- 
2 
чений принять за х, то другое будет *°. 
Хх 
Решение той же задачи другим способом. 
Предположив, как и ранее, что искомые числа суть 5, уи 


^, вы получите 
х 


о. У — 20 
ту. , 


7 Ньютон. Всеобщая арифметика 
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или 
22=—(20 —у)х— у?, 


а извлекая корень, найдете, что первое число 
1 | 3 > 
х=10 — ду 100 — 10у — у 


Если из 20 вычесть у и найденное значение х, то разность 
даст третье число 


У —10 —Ту—1/ 100 — 10у— Ту. 
х 2 4 


Сумма квадратов этих трех чисел есть 400 —40у, и зна- 
чит, 


400 — 40у== 140, 
или у—=6--. Найдя таким образом среднее число 6, под- 


ставьте его вместо у в первое и третье числа, найденные ра- 


нее; тогда первое число будет НИ. к а третье в—— 


-И 3, как было уже найдено прежде. 


Задача ХТУ 


Найти четыре числа, составляющие непрерывную про- 
порцию, причем сумма двух средних равна 12, а сумма-двух 
крайних 20. 


Допустим, что второе из этих чисел есть х, тогда третье 


22 144 — 245 -- 2? 
и четвертым — ^^“. 
12 —х х 


будет 12 — 5; первым будет 
Следовательно, 


2 —_ ‚2 


12 —х т 
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После приведения получим 


2—1 —30—, 


1 ., 
или д=6 —- и 5. Найдя это число, мы получим все про- 


чие при помощи предшествующих выражений. 


Задача ХУ 


Найти четыре числа, составляющие непрерывную про- 
порцию, причем сумма их есть а, а сумма квадратов 6. 

По большей части неизвестные величины следует опреде- 
лять непосредственно. Однако, если какие-либо две из этих 
неизвестных неопределенны (ат 1оае), т. е. к ним равно под- 
ходят одни и те же условия (таковы в этой задаче две сред- 
ние и две крайние из четырех пропорциональных величин), 
то лучше всего искать другие, свободные от неопределенности, 
величины, которые позволяют определить эти две неизвестные, 
как, например, их сумму или разность, или произведение. 
Положим поэтому сумму двух средних чисел равной $, а их 
произведение 7; тогда сумма крайних будет а —$, а произве- 
дение их в силу пропорциональности опять-таки г. Чтобы 
найти при помощи этих величин наши четыре числа, поло- 
жите первое число равным 5, а второе равным у; тогда третье 
будет $—у, а четвертое а—$—х. Произведение средних 
будет 

$ — у ==. 


Следовательно, одно среднее число будет 


го 
——5 — 5 —х 
у=> Из 

1 1 
и ды 


а другое 


7* 
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Далее, произведение крайних есть 


ах — 5х — 12—=Р1 


и, значит, одно крайнее есть 


а другое 


Сумма квадратов этих четырех чисел есть 252—2а5—-а?—4 7, 
что равно 6. Значит, 
1 1 1 1 
и==-— $8 — — 4$ — 08 —— 6. 
2 2 4 4 
Подставив вместо 7 его значение, мы получим для четы- 
фех чисел следующие значения: 
1 И 1 1 1 1 
И 6—5 — 4$ — —а?, 
4 4 2 4 
1 


2 
Два средних 1 т т 
—$#— —— — $52 — а 5 — — а. 
(|? и 4 То 4 


4 


[@—3 1 1 о 
6 —-$ 

Два крайних И 

Й а—з 1 1 о 

— 6 — — 5”. 

| 4 4 


2 


Теперь остается определить значение $. Напишите для, со- 
кращения вместо этих выражений 


ЕР "а 
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и положите произведение второго и четвертого равным квад- 
рату третьего, поскольку это условие вопроса еще удовлетво- 
рено не было. Вы получите тогда, что 


а$ — $52 1 ра — р$ 1 о | р 
—-— 4 -——— — рд=- $8 — р$ . 
д 5 4 5 р9 4 р25гр 


Положите также произведение первого и третьего равным 
квадрату второго и вы получите, что 


— 1 
а ЕР ря ар? 


Вычтите первое из этих уравнений из второго и останется 


45 — ра-|- р8=2рэ, 


или 
45== ра-[- р. 


Восстановите теперь вместо р его значение 
1 | 1 1 
ИУ ть—1 58 —- — 4$ — — а?, 
4 4 2 А 


1 1 
а вместо 4 его значение ИУть-т =. Это даст, что 


1 1 | | | 1 | 
И = (а ава. 
Из 4 ( Из 4’ ТУ 45 4“ 


Возведя обе стороны в квадрат, вы найдете, что 


Ь 1 1 
58=— —$5--- 28 —— 6 
а > 2 


1 
*— -ЫНИ = — >“. 


Найдя $, вы получите четыре искомых числа из найденного, 
ранее. 
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Задача ХУ 


В течение пяти лет должна выплачиваться ежегодная пен- 
сия в а фунтов. Эта пенсия выкупается за наличную сумму 
<. Найти рост на 100 фунтов в год. 

Допустим, что годовой рост на сумму т составляет 1 — т. 
Это означает, что выплачиваемая через год сумма 1 стбит на- 
‚личными 5. Тогда, по пропорции, выплачиваемая через год 
сумма а стоит наличными 05, а при выплате через два 
года она стоит 42°, при выплате через три года она 
стоит наличными 423, при выплате через четыре года она 
‘стоит 414 и при выплате через пять лет она стоит а25. Сло- 
жите эти пять чисел и вы получите 


а ал“ алз-Гал--ат==с, 


или 


15-24 —-13—- 22 -- = —, 
а 


т. е. уравнение пятой степени. Определив из него х по пра- 
вилам, которые будут изложены в дальнейшем, положите 
1:1=100:у; годичный рост на 100 фунтов будет у— 100. 4 
Мы привели достаточно примеров на вопросы, в которых 
рассматриваются лишь отношения величин, а не положения 
линий. Теперь мы перейдем к решению геометрических задач. 


КАК ПРИВОДЯТСЯ К УРАВНЕНИЯМ 
ТЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ 


Геометрические вопросы иногда можно приводить к уравне- 
чиям так же легко и по тем же законам, какие были указаны 
в случае отвлеченных величин. Если, например, требуется 
разделить прямую АВ в С в среднем и крайнем отношении 
(фиг. 5), т. е. разделить ее так, чтобы квадрат ВЕ большей 
части был равен прямоугольнику БО из всей линии и мень- 
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| 


шей части, то положите АВ=а и ВС==х, тогда АС будет 
равно 4 —х и 2*=—а(а — 1). Приведя это уравнение, мы полу- 


чим, что 
| 5 _- 
— ——а ^^ а?. 
2 +И 4 


Однако чаще геометрические вопросы настолько зависят 
от разнообразных положений и сложных взаимоотношений 
линий, что для приведения их к алгебраическим членам требу- 
ются большая изобретательность и ловкость. И хотя в подоб- 
ных случаях трудно дать общие предписания и каждый дол- 
жен в них следовать указаниям соб- 


ственного разума, я попытаюсь все же Е 

указать путь начинающим. Вам следует РБ 

знать, что вопросы, касающиеся одних 

и тех же линий, отнесенных некоторым д в 
определенным образом друг к другу, с 

можно ставить по-разному, принимая Фиг. 5. 


различные величины за Очаезва, или 

искомые вещи, и за Гафёа, или данные вещи. Впрочем, как 
бы ни были выбраны в вопросе данные и неизвестные, реше- 
ние его будет проводиться при помощи одних и тех же ана- 
литических приемов. Единственное различие будет состоять в 
выборе букв или имен, при помощи которых мы различаем 
линий данные от линий неизвестных. 

Допустим, например, что стоит вопрос о вписанном в круг 
равнобедренном треугольнике СВО (фиг. 6), стороны ВС, ВБ 
и основание СР которого сравниваются с диаметром круга 
АВ. Вопрос при этом можно поставить либо об определении 
диаметра по данным сторонам и основанию, либо об опреде- 
лении основания по данным сторонам и диаметру, либо же, 
наконец, об определении сторон по данным основанию и диа- 
метру. Но какой бы из этих вопросов ни был поставлен, к 
уравнению он будет приведен при помощи одного и того же 
аналитического приема. 
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Если требуется найти диаметр, то я полагаю АВ=х, 
Ср=а и ВСили ВО =6. Если провести АС, то из подобия тре- 
угольников АВС и СВЕ получится АВ:ВС =ВС:ВЕ, или х: 6 = 


—=6: ВЕ, откуда ВЕ”. Далее, СЕ—-_ Ср, или а, и так 
т 


как угол СЁЕБ прямой, то 


СЕ?-Р ВЕ? = ВС?, 


т. е. 
1 д? | ( р. 
4 д? 
Фиг. 6 Приведение этого уравнения и даст 


искомую величину х. 

Если требуется найти основание, то следует положить 
АВ =<с, Ср =хи ВС или ВО ==6. Если провести АС, то 
из подобия треугольников АВС и СВЕ получится АВ: ВС = 


— ВС: ВЕ, илис: 6 =Ь: БЕ, откуда ВЕ = Г. Далее, СЁ = 
С 
— 5 Ср, или >, и так как угол СЕВ прямой, то 


СЕ? 1 ВЕ? -Р ВС?, 


Приведение этого уравнения и даст искомую величину х. 
Если же требуется найти сторону ВС или ВО, то следует 
положить АВ =с, Ср =аи ВС или ВО =хт. Если прове- 
сти, как и ранее, АС, то из подобия треугольников АВС и 
СВЕ получится АВ: ВС = ВС : БЕ, или с:х =х:ВЕ, откуда 


ВЕ = 2“. Далее, СЁ —- СО = - а, и так как угол СЕВ 
С 


прямой, то 


СЕ? -|. ВЕ? = ВС, 
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4. д“ 
А с? 


Приведение этого уравнения и даст искомую величину, т.е. х. 

Вы видите, таким образом, что во всех случаях вычисле- 
ние, приводящее вас к уравнению, совершенно одинаково и 
дает одно и то же уравнение, и различие состоит только в 
том, что я обозначаю линии разными буквами в зависимости 
от того, что принимаю разные данные и искомые. Правда, в 
зависимости от выбора данных и искомых возникает различие 
в способе приведения найденного уравнения. В самом деле, 
приведение уравнения 


4 р“ 
А -- 2:2 
252 


У 462 — а? 
ся от приведения уравнения 


с целью получить 1 == ‚ как значение АБВ, отличает- 


4 | 
— 12 — — 62 
4 ия с 


25. 5—5 
с целью получить х =- ИУ с? — 62, как значение СО, и весь- 
. 


ма отличается от приведения уравнения 
1 14 
— (2 —- — =— 172 
& 63 


с целью получить 


— 1 55 
& = И зетеуя-я , 
= 2 


как значение ВС или СР (ведь нужно по-разному приводить 
1 р“ 

уравнение -_ 4 —- — ==62, чтобы найти с, или а, или 6). Но 
[Я 


в способе получения этих уравнений разницы не было. 
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Поэтому аналисты и рекомендуют нам не проводить различия 
между величинами данными и искомыми. Так как всякому 
выбору данных и искомых величин соответствует одно и то же 
вычисление, то. для более правильного суждения о способах 
их вычисления нам удобно представлять их и сравнивать, 
не проводя между ними различия. Иначе говоря, удобно пред- 
ставлять себе, что в вопросе речь идет о таких данных и ис- 
комых величинах, при выборе которых, как вы думаете, вам 
будет легче всего справиться с уравнением. 

Поэтому, если вам предложена какая-нибудь задача, срав- 
ните между собой входящие в нее величины и, не проводя 
В различия между данными и искомы- 
— ми, рассмотрите, как они зависят 
друг от друга, с тем чтобы уяснить 
себе, какие из величин, если их при- 
нять за данные, дадут при помощи 
синтеза остальные величины. Для 
этого нет необходимости сразу же 
узнать, как можно алгебраически вывести одни величины 
из других, — достаточно общего представления о том, что 
одни величины могут быть как-либо выведены из других 
благодаря прямой связи между ними. 

Допустим, например, что в поставленном вопросе речь 
идет о диаметре АД и трех вписанных в полукруг линиях 
АВ, ВС и СО и 0б отыскании ВС по остальным линиям, 
которые считаются данными (фиг. 7). С первого взгляда и на 
основании прямых связей видно, что диаметр АД определяет 
полукруг, а затем, что вписанные линии АВ и СО определяют 
точни В и С, а следовательно, и искомую величину ВС. Одна- 
ко не столь ясно, как можно путем анализа найти БС по 
этим данным величинам. То же самое имело бы место, если 
бы требовалось найти АВ или СО по данным другим вели- 
чинам. 

Еели требуется определить по данным величинам АВ, ВС 
и СР диаметр АД, то очевидно также, что при помощи син- 


Фиг. 7. 
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теза это сделать нельзя, ибо расстояние между точками А и 
р зависит от углов В и С, а эти углы зависят от круга, в 
который должны быть вписаны данные линии, круг же этот 
не задан, поскольку не известен его диаметр. Таким образом, 
суть дела требует не синтетического определения диаметра 
АР, но того, чтобы его приняли за данный, с тем чтобы 
затем от него обратно перейти к данным величинам. 

После того как вы полностью разберете различные спосо- 
бы, которыми можно выразить участвующие в вопросе члены, 
примените какой-либо синтетический приём, приняв в каче- 
стве данных линий те, переход от которых к остальным ли- 
ниям представляется весьма легким, а обратный переход к 
которым представляется весьма трудным. Хотя вычисление 
можно вести по-разному, но его следует начинать с этих ли- 
ний; и его проще произвести, допустив, что в вопросе заданы 
именно эти линии и что ищется некоторая величина, кото- 
рую легко получить из них, чем решая вопрос в том виде, 
в каком он действительно‘ предложен. 

Допустим, что в приведенном примере ищется по осталь- 
ным данным величинам диаметр АД. Я замечаю, что найти 
его синтетически нельзя, но что если бы он был дан, то рас- 
суждения непосредственным образом привели бы от него к 
другим величинам. Поэтому я рассматриваю АД как ланную 
линию и начинаю вычисления так, как если бы он был дей- 
ствительно дан, а искомыми были некоторые другие величи- 
ны, например, какие-либо из данных линий АВ, ВС или СР. 

Проводя вычисления и переходя от величин, принятых 
за данные, к остальным, в соответствии со взаимоотношени- 
ями линий, мы всегда получим таким образом уравнение 
между двумя значениями какой-либо одной величины. При 
этом либо одно из значений будет буквой, принятой в нача- 
ле действий для обозначения или наименования этой вели- 
чины, а другое — ее значением, найденным при вычислении, 
либо же оба эти значения будут найцены при помощи раз- 
личным образом проведенных вычислений. 
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После того как вы произведете такое общее сравнение 
членов, участвующих в вопросе, потребуются еще большие 
искусство и изобретательность для разыскания специальных 
связей и взаимоотношений между линиями, которые приспо- 
собят их к вычислению. Дело в том, что вещи, которые мо- 
гут показаться человеку, недостаточно глубоко их продумав- 
шему, непосредственно связанными друг с другом тесной зави- 
симостью, нередко, когда мы стремимся выразить эту зави- 
симость алгебраически, приводят к запутанным и окольным 
действиям и в результате заставляют нас начать рассуждения 
заново и проводить вычисления постепенно. Это можно 
увидеть, определяя ВС по АО, АВ и СР. Вы должны 
применять ‘лишь те предложения или правила, которые 
можно выразить при помощи алгебраических членов, каковы, 
в частности, акс. 19, предл. 4 кн. 6 и предл. 47 первой 
книги Эвклида. 46 

Таким образом, во-первых, в вычислениях помогают сло- 
жение и вычитание линий, пользуясь которыми вы мо- 
жете по значениям частей найти значение целого или же по 
значению целого и одной части получить значение другой 
части. 

Во-вторых, вычисления производятся на основании про- 
порциональности линий. Как и ранее, мы принимаем, что 
произведение средних членов, поделенное на один из крайних, 
дает значение другого крайнего, или, что то же самое, если 
даны все четыре пропорциональные величины, то произведе- 
ния крайних и средних между собой равны. Пропорциональ- 
ность линий получается главным образом из подобия тре- 
угольников. А так как это подобие распознается по равенству 
углов треугольников, то аналист должен, в частности, быть 
сведущим в сравнении углов и, следовательно, быть знако- 
мым с предл. 5, 153, 15, 29 и 32 первой книги Эвклида, предл. 
4, 5, 6, Ти 8 шестой книги и предл. 20, 21, 22, 27 и 31 
третьей книги его „Начал“. К этому можно добавить предл. 3 
шестой книги, в котором из пропорциональности сторон вы- 
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водится равенство углов и обратно. Иногда к тому же при- 
водят предл. 36 и 37 третьей книги.“ 

° В-третьих, вычисления производят при помощи сложения 
или вычитания квадратов. А именно, если в прямоугольных 
треугольниках сложить квадраты двух меньших сторон, то 
‘получается квадрат наибольшей стороны, а если из квадра- 
та наибольшей стороны вычесть квадрат одной из меньших, 
то получится квадрат другой. 

На этих-то немногочисленных основаниях покоится все 
искусство применения анализа к прямолинейной геометрии 
(если речь идет о поверхностях, к ним следует присоединить 
предл. 1 книги 6 „Начал“, а если вопрос трактует о телах, 
то еще некоторые; предложения книг 11 и 12 Эвклида).48 
Более того, все трудности, встречающиеся в задачах, могут 
быть приведены только.к составлению линий из частей 
и подобию треугольников. Поэтому нет необходимости 
применять другие теоремы, ибо все они могут быть сведены 
к названным двум вещам и, значит, к решениям, которые 
можно получить из последних. В качестве примера я приво- 
жу задачу, в которой требуется провести высоту к основа- 
нию косоугольного треугольника, и решаю ее без помощи 
предл. 47 первой книги Эвклида. 43 Однако, хотя и полез- 
но знать простейшие принципы, от которых зависят решения 
задач, и хотя задачи можно решать при помощи одних таких 
принципов, тем не менее для скорости иногда целесообразно 
применять не только 47-е предложение первой книги Эвкли- 
да, которое употребляется очень часто, но и ряд других 
теорем. 

Например, если на основание косоугольного треугольника 
опущена высота и (для алгебраических вычислений) нужно 
найти отрезки основания, то полезно знать, что разность 
квадратов сторон равна удвоенному произведению основания 
на расстояние высоты от середины основания. 

Если угол при вершине треугольника разделен пополам, 
то полезно знать не только то, что основание при этом 
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делится на части, пропорциональные сторонам, но и то, что 
разность произведения сторон и произведения отрезков осно- 
вания равна квадрату линии, делящей угол пополам. 5° 

В задачах относительно фигур, вписанных в круг, часто 
полезна теорема о том, что во всяком вписанном в круг че- 
тырехугольнике произведение диагоналей равно сумме произ- 
ведений противолежащих сторон. 

Аналист может владеть про запас, а также пользоваться 
рядом таких теорем. Однако применять их он должен умеренно, 
если может с равной легкостью или с незначительно большим 
трудом вывести решение из более простых вычислительных 
начал. Поэтому он должен обратить особое внимание на три 
предложенных нами принципа, как на более известные, более 
простые и более общие и хотя немногочисленные, но доста- 
точные для всех залач, и должен стремиться приводить все 
трудности к этим принципам, прежде чем пользоваться каки- 
ми-либо другими теоремами. 

Однако для того чтобы эти теоремы могли служить для 
решения задач, нередко нужно бывает производить Дополни- 
тельные построения. По большей части нужно бывает продол- 
жать некоторые линии до пересечения с другими или на опреде- 
ленную длину, либо проводить из какой-нибудь замечательной 
точки линии, параллельные или перпендикулярные к другим, 
либо соединять какие-либо замечательные точки, а также 
производить различные иные построения в соответствии с 
условиями задачи и с применяемыми в ее решении теоремами. 
Например, если две непересекающиеся линии образуют с тре- 
тьей данные углы, то может случиться, что они пересекутся 
или встретятся при продолжении и образуют треугольник, в 
котором будут известны углы, а значит, и отношения сторон. 
Если некоторый угол дан или равен другому, мы часто допол- 
няем его до треугольника, заданного по виду или подобного 
другому треугольнику, для чего продолжаем некоторые линии 
на чертеже или же проводим линию, стягивающую угол. Когда 
треугольник — косоугольный, мы часто разбиваем его на два 
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прямоугольных треугольника, проводя высоту. Если речь 
идет о многосторонниках, мы разбиваем их при помощи диа- 
гоналей на треугольники и так далее. При этом мы всегда 
стремимся к тому, чтобы разложить чертеж на данные или 
подобные, или прямоугольные треугольники. 

Так, в предложенном ранее примере (фиг. 8) я провожу 
диагональ ВО и разбиваю трапецию АВСШ на два треуголь- 
ника, один прямоугольный АВГ и другой косоугольный ВСР. 
Затем я разбиваю косоугольный тре- 
угольник на два прямоугольных, 
опуская высоту из какого-нибудь 
из его углов”В, С или О на противо- 
положную сторону, скажем, опуская 
ее из угла В на сторону СО, про- 
долженную до Ё так, чтобы она встре- 
тилась с перпендикуляром ВЕ. Так 
как сумма углов" ВАД и ВСР равна Фиг. 8 
двум прямым (22-е предл.3-й книги 
„Начал“), как и сумма углов ВСЁ и ВСУ, то я замечаю, что углы 
ВАР и ВСЕ равны, а следовательно, треугольники ВСЕ и ВАР 
подобны. Теперья вижу (рассматривая АД, АВ и ВС как дан- 
ные, а ДС как искомую), что вычисление можно провести сле- 
дующим образом. Так как треугольник АВШ прямоугольный, 
то линии АДи АВ дадут вам ВО. Линии АД, АБ, ВЛ и БС, в 
силу подобия треугольников АВО и СЕВ, дадут ВЕ и СЕ. 
Так как треугольник ВЁЛ прямоугольный, то ВО и ВЕ да- 
дут АД, а ЕР — ЕС даст СО. Таким путем мы получим урав- 
нение между найденным по изложенному способу значением 


СР и алгебраической буквой, которой эту величину обо- 
значили. 


Мы можем также начать вычисление, исходя из других 
оснований, или по крайней мере вести его далее иными путя- 
ми к тому же самому заключению, с тем чтобы получить в 
результате два значения одной величины, которые можно 
будет приравнять друг другу (и по большей части это лучше, 
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чем прололжать дело слишком далеко в одном направлении). 
“Гак, линии А), АВ и БС дают ВО, ВЕ и СЁ, как и раньше; 
далее, СО -Г СЕ даст ЕД и, наконец, так как треугольник 
ВЕД прямоугольный, ВР и ЕР дают ВЕ. Вы вполне можете 
также вести вычисление, разыскивая значения тех величин, 
между которыми существует какая-нибудь другая известная 
зависимость, а затем выражая эту зависимость при помощи 
уравнения. Например, так как из предл. 12 второй книги 
„Начал“ ясно, что между. линиями ВО, ОС, ВС и СЕ суще- 
ствует зависимость 


В.О? — ВС? — С? =2Срх СЕ, 


то я нахожу ВЛ? по данным Ар и АВ, и СЕ по данным 
Ар, АВ и ВС.51 Наконец, принимая СДО, я беру 


ВО? — ВС? — СБ?=2СрЬх СЕ. 


Руководствуясь такими рассуждениями и следуя этими пу- 
тями, вы‘должны всегда одновременно внимательно наблю- 
дать за ходом анализа и за построением в соответствии с 
ним чертежа. 

Теперь, я полагаю, понятно, что имеют в виду геометры, 
советуя вам рассматривать искомое как уже сделанное. Не 
проводя различия между известными и неизвестными величи- 
нами, вы можете для начала вычисления принять за данные 
любые из них, как если бы всё уже было действительно из- 
вестно на основании некоторого предшествующего решения и 
вам нужно было заниматься не решением задачи, но лишь 
проверкой этого решения. Например, хотя на самом деле 
ищется, быть может, АД, но в первом из трех описанных 
выше способов вычисления я принимаю за искомую величину 
Ср, как если бы хотел проверить, совпадает ли это значение 
Ср, найденное при помощи АД, с его уже ранее известной 
величиной. В двух последних способах я ‘также ставил 
своей целью не разыскать некоторую величину, но как- 
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либо вывести из отношений между линиями уравнение. С этой 
целью я рассматриваю все линии АО, АВ, ВС и ВО как из- 
вестные линии и действую, как если бы вопрос был уже 
решен и нужно было лишь выяснить, удовлетворяют ли эти ли- 
нии условиям вопроса и согласуются ли они с уравнениями, 
которые следуют из взаимоотношений между линиями. Руко- 
водясь подобными рассуждениями, я именно так приступаю 
к делу, но затем, придя к уравнению, я изменяю метод и 
стараюсь найти искомую величину посредством приведения 
и решения этого уравнения. Наконец, мы также часто при- 
нимаем в качестве известных болыше величин, чем их имеет- 
ся в условиях вопроса. Замечательный пример такого рода 
вы встретите в 55-й из приведенных далее задач, где я при- 
нял за известные не только величины а, фи с, входящие в 
уравнение 


а? - 6х -- с1? == у?, 


определяющее коническое сечение, но также и другие линии 
г, 5, $, ©, о которых в постановке задачи непосредственно 
вовсе не упоминается. Дело в том, что вы можете вводить 
любые величины, при помощи которых удастся получить 
уравнения. Нужно только следить за тем, чтобы при этом 
получилось столько же уравнений, сколько вами было дей-. 
ствительно введено неизвестных. 

После того как вы продумали метод вычисления и соста- 
зили чертеж, дайте названия величинам, входящим в вычис- 
ление (т. е. тем, которые приняты за данные и’ из которых 
должны быть выведены значения остальных, пока вы не 
придете, наконец, к уравнению). При этом следует брать те 
линии, которые включают все условия задачи и представля- 
ются для Дела более подходящими, чем другие, позволяя лег- 
че (насколько вы можете судить) получить заключение; 
но брать их следует не более, чем нужно для вашей цели. 
Именно, не давайте отдельных названий величинам, кото- 
рые можно назвать при помощи уже данных имен. Так, 


8 Ньютон. Всеобщая арифметика 
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в случае линии и ее частей или трех сторон прямоугольного 
треугольника, или трех или четырех пропорциональных 
какую-нибудь из менее важных величин мы оставляем без 
названия, ибо ее значение можно вывести из названий 
остальных. Например, если в ранее приведенном вопросе 
я положу АР =х (фиг. 8) и АВ — а, то ВФ я не обозначзу 
новой буквой, ибо она является третьей стороной пря- 
моугольного треугольника А ВЛ и, следовательно, ее значение 


есть |/ 2? — а?. Если, далее, я положу ВС =6, то, так как 
из подобия треугольников ДАВ, ВСЕ следует пропорция 
АР: АВ = ВС:СЕ, три члена которой АБ, АВ и ВС уже 
названы, я оставляю без названия четвертый СЕ и вместо 


аб 
него применяю значение ——, вытекающее из указанной про- 


порциональности. Наконец, если ОС названа с, то я не дам 
аб 
названия ДЁ, ибо ее значение с -[- —— получается по значе- 


., ар 
ниям ее частей ДС и СЁ, илиси 2: 


На основании всего мною сказанного задача уже почти 
приведена к уравнению. В самом деле, после того как глав- 
ные линии были обозначены при помощи принятых букв, 
остается лишь, в соответствии.с избранным методом, выво- 
дить из этих букв значения остальных линий, пока мы не 
придем в результате к уравнению. Так в нашем примере мне 
остается лишь, пользуясь прямоугольными треугольниками 
ВСЕ и ВЛЕ, выразить двумя способами значение БЕ. 

Именно, 


а? В? 


72 


ВС? — СЕ? (или 6? — ) = ВЕ’, 
а также 


В? — РЕ? (или д ме — ВЕ?. 
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а? в? 
>, Я получаю 


Отсюда, отбрасывая с обеих сторон — 


у И 
уравнение а — Ш 2а6с 


7: э 


которое после приведения примет вид 


28 == (2? 4 Р-Р с?) д -- 2а6е. 

Для решения этой задачи я привел несколько способов, 
отличающихся друг от друга незначительно. Тот способ, ко- 
торый опирается на предл. 12 второй книги „Начал“, являет- 
ся несколько более изящным, и поэтому мы применим здесь 
и его. Положите соответственно АД =х, АВ =а, ВС =би 


— Ь 
Ср =с. Тогда ВО? = 242 — а? и СЁ = —, как и выше. Нод- 
ставьте эти значения в теорему В0?— ВС? — С? =26срх 
х СЕ и вы получите 


2а6с 
1? — а? — 6? — 6? = 


а после приведения, как и ранее, 


28 == (а? 6-1 с?) х —- 2абс. 

Чтобы показать, сколь велико здесь бывает разнообразие ре- 
шений, а также, что искусному геометру не очень трудно их 
обнаружить, я счел подходящим привести другие способы 
решения той же задачи. Если, проведя диагональ ВО, вы, 
вместо того, чтобы, как ранее, опустить из точки В перпен- 
дикуляр ВЕ на сторону ОС, опустите перпендикуляр из точ- 
ки Ш) на сторону ВС или из точки С на сторону ВО, так что: 
косоугольный треугольник ВСР разобьется как-либо на два 
прямоугольных треугольника, то вы сумеете притти к урав- 
нению почти такими же путями, какие я уже описал выше. 
Однако имеются и другие приемы, сильно отличающиеся от 
предыдущих. 

Если, например (фиг. 9), провести две диагонали АС и 


ВО и принять АД и АБ за известные, то будет дана ВД; 
8 
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если же принять за известные АР и СО, то будет дана АС. 
Вы получите затем уравнение при помощи теоремы о вписан- 
ных в кругах четырехугольниках, гласящей, что Арх ВС-- 
—- АВх Ср = АСх ВО. Сохранив за линиями АД, АВ, 
ВС, СР данные им ранее обозначения 
т, а, 6, с, мы получим Вр=У 172 — а? 
и АС = 12? — с? (по 47-му предл. 
1-й кн. „Начал“), а подставив бук- 
венные значения этих линий в только 
что упомянутую теорему, найдем, что 
Фиг. 9 6 ас = Ух у?—е. 

Возведя стороны этого уравнения в квадрат и проделав 

приведения, вы вновь получите 
23 — (4? 6? -- с?) х -— 2а6е. 

Для того чтобы показать еще, что решения, найденные 
при помощи указанной теоремы, могут быть получены на 
основании одного подобия треугольников, восстановите к ВС 
перпендикуляр ВН, пересекающий АС в ЯН. При этом тре- 
угольники ВСН и ВЛА будут подобными, ибо каждый из 
них имеет прямой угол при В, а углы при Си Ш) равны 
(предл. 21 кн. 3 „Начал“). Подобными окажутся также тре- 
угольники ВСР и ВНА, ибо у них равны углы при В (это 
будет ясно, если отнять от каждого из двух прямых углов 
общий угол ОВН), а также углы при О и при А (предл. 
21 кн. 3 „Начал“). Поэтому в силу пропорции ВО: АД == 
— ВС:НС будет дана линия НС, а в силу пропорции 
ВО:Ср = АВ:АН будет дана линия АН. Так как еще 
АН -- НС = АС, то вы и получите уравнение. Сохраняя 
прежние названия линий х,а,6,с, а также имея значения 


линий АС и Вр, т. е. У? — и У?— 4», вы получите из 


первой пропорции, что 
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а из второй, что 
&сС 


АН = ———. 
У #2 — а? 


Поскольку АН -- НС = АС, вы найдете отсюда, что 


Ьх | ас — иу—е, 
У <? — а? 


а это уравнение (после 


умножения на |/ 2? — 4? 
и возведения в квадрат) 
примет вид, уже не раз 
полученный на преды- 
дущих страницах. 
Чтобы еще яснее показать, какое здесь может быть полу- 
чено множество решений, продолжите ВС и АП до их пере- 
сечения в РЁ (фиг. 10). Треугольники АВЕ и СЕ будут 
подобными, так как у них общий угол при Г и равны углы 
АВЕ и СРЕ (поскольку они дополняют угол СОА до двух 
прямых, на основании предл. 13 кн. 1 и предл. 22 кн. 3 
„Начал“). Если бы кроме четырех членов, от которых зави- 
сит вопрос, была дана еще линия АР, мы нашли бы СЁ из 
пропорции АВ:АЁЕ = СО:СЕ. Тогда АР — АЛ дала бы БР, 
а пропорция СО: ОЕ = АВ:ВЕ дала бы ВЕ, откуда (по- 
скольку ВЕ—СЕ = ВС) и получилось бы уравнение. Но 
так как мы приняли две неизвестные величины АДР и ОЕ за- 
данные, то нужно найти еще другое уравнение. Для этого 
я опускаю из точки В на АЕ перпендикуляр ВС и из 
пропорции АД: АВ = АВ:АС получаю АС. Затем, по тео- 


реме предл. 13 кн. 2 „Начал“, я имею также ВЕ?- 
+ 2АРХ АС = АВ? -{ АЁ?, откуда и получаю второе уравне- 
ние. Сохраняя прежние обозначения а,6,с,х и положив 


су 
—) 
С 


Фиг. 10 


АЕ ==у, вы (следуя указанным путем) найдете, что СЁ = 
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ОЕ = у-—-х и ВЕ = 29 —=, Отсюда следует первое 
уравнение 


а(у—х) _ < —Р 
С а 


2 
Так как, с другой стороны, АС = ^_, то второе уравнение 
НИ 
будет 
а? 12 — 2а?ху -- а? 1? 24? у 
с2 —_ — х =“ -- у. 


После приведения эти два уравнения дадут искомое уравне- 
ние. Из первого уравнения 


абс -- а?х 


а? — 62 


у =— р 
и если это значение у подставить во второе уравнение, то 
после должных приведений получится, как и ранее, 


28 — (42-6? | с?) д -—- 2абе. 

Если продолжить до пересечения между собою АВ и ПС, 
то решение будет в основном таким же, разве только, быть 
может, несколько легче. Поэтому я лучше предложу другой 
образец решения задачи, выведенный из совершенно отлично- 
го источника. Я, именно, определю двояким образом площадь 
предложенного четырехугольника. С этой целью я провожу 
диагональ ВО и разбиваю четырехугольник на два тре- 
угольника. Затем, сохраняя прежние обозначения х, а, 6, с, я 


нахожу, что Вр = 1? — а?, а значит, площадь треугольни- 
1 — 1 
ка АВО ость-_ ах У? — а? (= 5 АВ Хх ВР). Далее, опу- 


стив перпендикуляр ВЕ на СО, вы (в силу подобия тре- 
угольников АВД и ВСЕ) получаете АД: ВД == ВС : БЕ и, сле- 


15 в . 
довательно, ВЕ =- У 12— а?. Поэтому площадь треуголь- 
х 


ника ВСР будет У — а? (= = Ср х ВЕ). Складывая 
д 
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эти площади, мы получим всю площадь четырехугольника 


ах = 


ре = 
И 12—92. Аналогичным образом, проведя диагональ 
Им 


АС, определив площади треугольников АСР и АВС и сло- 
жив их, мы получим другое выражение для площади четы- 


сх -— ба >55 
рехугольника, именно: чер У :? —с?. Приравнивая эти 
НИ 


площади и умножая обе на 2х, мы получим 


(ах 5) У ?—@? = (я 4) #-—е. 


По возведении в квадрат и делении 
на 02%-—С2х это уравнение приве- 
дется к уже неоднократно найден- 
ному нами виду 


28 = (а? | 6? -| с?) д 2 абс. 


Отсюда видно, как велико мо- Фиг. 11 

жет быть многообразие решений, 

а также и то, что одни способы бывают значительно 
изящнее, чем другие. Поэтому, если вы при решении выбрали 
первоначально метод, плохо пригодный для вычисления, то 
следует вновь рассмотреть зависимосги между линиями, с тем 
чтобы напасть на наиболее подходящий и изящный путь ре- 
шения. Дело в том, что приемы, которые приходят на ум 
первыми, нередко могут при пользовании ими вызывать серь- 
езные затруднения. Например, в разобранной нами задаче 
было бы равно легко напасть, как и на какой-либо из применен- 
ных способов, на следующий прием. Опустим на АД перпен- 
дикуляры ВР и С5 и на БР перпендикуляр СТ; фигура 
тогда разобъется на прямоугольные треугольники (фиг. 11). 
Можно заметить, что АД и АБ дадут АР; АДи СО дадут 
25; Ар— АР-—Г5 даст Р5 или ТС. Кроме того, АВи АР 
дают ВР; СШ. и 05 дают С5 или ТР, а БР ТР даст ВТ. 
Наконец, ВТ и ТС дадут ВС, а отсюда получится уравнение. 
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Но если кто-нибудь попытается вычислять таким способом, 
он встретится с более длинными и сложными алгебраическими 
членами, чем в прежних решениях, и привести их к заключи- 
тельному уравнению ему будет труднее. 

Вот что можно сказать о решений задач прямолинейной 
геометрии. Быть может, уместно еще отметить, что если в 
условия ‘вопроса входят 
углы или же выраженные 
углами положения линий, 
то вместо углов следует 
применять линии или же 
их отношения, которые 
можно вывести по данным 
углам при помощи триго- 
нометрического  исчисле- 
ния, либо же, зная кото- 
рые, можно, наоборот, най- 
ти при помощи того же исчисления искомые углы. Мы уви- 
дим некоторые примеры этого в последующем. 

Что касается геометрии кривых линий, то мы их характе- 
ризуем либо как описанные местным движением прямых, ли- 
бо с помощью уравнений, выражающих в неопределенной форме 
взаимоотношения прямых линий, которые расположены по 
некоторому известному закону и которые заканчиваются на 
кривых.53? Древние делали то же самое менее удобно, упо- 
требляя сечения тел. Вычисления, связанные с кривыми, 
описанными по первому способу, производятся так же, как 
было изложено ранее. Допустим, например, что кривая АКС 
(фиг. 12) описана вершиной К наугольника АКф, одна из 
сторон которого АК свободно скользит, проходя через дан- 
ную по положению точку А, между тем как другая сторона 
Кф, определенной длины, движется вдоль данной по положе- 
нию прямой АД. Требуется найти точку С пересечения этой 
кривой с некоторой данной по положению прямой СЛ. Я про- 
вожу прямые 4С, СЕ, которые изображают наугольник в 


Фиг. 12 
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искомом положении, и, рассматривая взаимоотношение линий 
(но не проводя различия между данным и искомым и не ка- 
саясь связи линий с кривой), замечаю, что имеется синтетиче- 
ская зависимость между другими линиями и СЁ и какой- 
либо из четырех линий ВС, БЕ, АЕ и АС. Поэтому я беру 
две из них, полагая, скажем, СЕ = аи СВ = 1, и начинаю 
теперь вычисление. Так как угол СВЕ прямой, а линии ВР, 
ВС и АВ образуют непрерывную пропорцию ВЕ: ВС = 
— ВС: АВ, я получаю, что ВЕ= И а? — 2 и АВ = ПЕ 
Уд? — 2? 
С другой стороны, так как дано положение СД, то дана и АР, 
которую я обозначаю через 6. Отношение ВС к ВП также 
дано, и я полагаю его равным отношению 4 ке. Тогда 


ех 
Вр = и АВ = Б—— и, таким образом, 
р 
а Уд? — 2 


Возводя обе стороны уравнения в квадрат и умножая на 
4? — 21°, мы приведем его к виду 
2 4ех3 — (5? 4? — а? е?) 12 — 2 а? ф4ех | а? Ь? 42 

4? -- е? | 


14 — 


Наконец, отсюда при помощи правил, которые будут препо- 
даны далее, по данным величинам а,6,4,е можно будет най- 
ти значение х. Прямая, проведенная параллельно АЛ на рас- 
стоянии 1, или ВС, пересечет СР в искомой точке (.5 

Если для характеристики кривых линий употребляются не 
геометрические описания, а уравнения, то вычисления будут 
настолько легче и короче, насколько позволит определение 
этих уравнений. Допустим, например, что ищется пересечение 
С данного эллипса АСЕ с данной по положению прямой линией 
СР (фиг. 13). Чтобы охарактеризовать эллипс, я выбираю ка- 
кое-нибудь известное, принадлежащее ему уравнение, например 

го а? = у, 
4 
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где 5 выражает общим образом произвольную часть оси, ска- 
жем, Абили АВ, а у— перпендикуляр 6с или ВС, заканчи- 
вающийся на‘кривой; г и 4 определяются заданным видом 
эллипса. Гак как дано положе- 
ние СП, то дана будет и АХ, 
которую мы обозначим а; тогда 
ВР будет а—х. Угол АДС 
также дан, а значит дано и 
отношение ВОк ВС, которое я 
полагаю равным 1:е. Поэтому 
ВС (у) = ева — ех, а квадрат 
его, е?, а? — 2е? ах Г е*1?, бу- 


Фиг. 13 


Г 
дет равен 7х — 25°. осле приведения мы в результате по- 
4 


лучим 
7 — Раба рта е 
о 7 
р 
ге? — 
11 
или 
г? а?т 
ае? | — ге И“ - 
| 4е? 9 
$ — 
г 
е? - — 
9 


В случае если кривая характеризуется посредством гео- 
метрического описания или как сечение тела, на их основа- 
нии можно получить и уравнение, определяющее природу 
этой кривой. Поэтому все трудности в задачах о кривых 
могут быть приведены к их уравнениям. 

Так, если в первом примере (фиг. 12) обозначить АВ че- 
рез х и ВС через у, то третья пропорциональная ВЕ будет 


2 
У а ее квадрат в сумме с квадратом ВС даст квадрат СЁ, 
Ни 


т. е. 


4. 
У у = а? 
22 ; 
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или 
уе -- 2 у? = аа? 


Таково уравнение, при помощи которого определяется для 
каждой длины АВ основания соответствующая точка С кри- 
вой АКС, а следовательно, и сама кривая. При помо- 
щи этого уравнения вы, таким образом, можете получать 
решения задач, относящихся к этой кривой. 

Если вид кривой не задан, но требуется его определить, 
вы можете взять любое уравнение, которое может выразить 
общим образом природу этой кривой. Допустив, что это уравне- 
ние характеризует эту кривую как данное, вы, на основании 
принятого допущения, сможете получить как-либо урав- 
нения, при помощи которых удастся в конце концов опреде- 
лить эти допущения. Примеры такого рода встретятся в не- 
которых последующих задачах, которые я собрал здесь для 
лучшего пояснения изложенного учения и для упражнения 
учащихся. В разбору этих задач я теперь и перехожу. 


Задача | 


Дана конечная прямая ВС, в концах которой проведены 
под данными углами АБС, АСВ две прямые ВА, СА. Най- 
ти высоту АД их точки пересечения А 
над данной линией ВС (фиг. 14). 

Положите ВС = а и АД = У. Так как 
угол АВДО дан, то дано будет (по табли- 
це синусов или тангенсов) отношение меж- 
ду линиями АД и ВО, которое положите 
равным (ке. Итак 4:е = АБ (у): ВО, 


откуда ВД = >. Точно так же, поскольку дан угол АСР, 


Фиг. 14 


будет дано и отношение между АД и СО, которое положите 


равным 4 к |, так что е=1. Но ВЬ-- ОС = ВС, т. е. 
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е 
и —- м —= а. Приведя это уравнение посредством умножения 
а 
обеих сторон на 4 и деления на е -- ], вы получите у = - . 
е 


Задача [ 


Даны стороны АВ, АС и основание ВС треугольника АВС 
и из вершины угла А на основание опущена высота АД. 
Найти отрезки основания ВО и ШОС (фиг. 15). 
А Положим АВ =а, АС=фб, ВС=еси 
Е ВР = т, тогда ВС будет с—х. Так как 


| АВ? — ВЛ? (а? — 2?) = АР? 
В Си 
Фиг. 15 АС? — ОС? (6? — с? 1 2х — 2?) = АД?, 
то вы получите, что 


а? — 12 — б — 2 2505 — 27, 


и после приведения 
я — а? — 1-6? , 
2с 
С целью показать, что все трудности всех задач могут 
быть разрешены на основании одной лишь пропорциональности 
линий и без помощи 47-го предл. первой кн. „Начал“ (хотя 
и более окольным путем), я считаю уместным привести здесь 
еще другое решение той же задачи. 
Опустите из точки О на сторону ВА перпендикуляр ДА. 
Сохранив за линиями их обозначения, вы получите АВ: ВО = 
2х? 2? 
=ВР:ВЕ, или же а: 2: и ВА — ВЕ(«—=—) — БА. 


а 


Точно гак же ЕА: Ар = Ар: АВ, откуда 
ЕАХАВ (4? — 1?) = АГ». 
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Из треугольника АСЛ вы получите снова 


——— 


Ар*=62 — с? -- 2сх —1?, 


откуда, как и прежде, найдете 


об-е 
2с 
Задача 1] 


Даны периметр и площадь прямоугольного треугольника 
АВС. Найти гипотенузу ВС (фиг. 16). 
Положите периметр равным а, площадь равной 6, ВС=х 


и АС = у. Тогда АВ=У?— у? и, значит, периметр (ВС-- 
| АС--АВ) будет хГу-ТУ 22 — у, а площадь (ъАсх 


х АВ) будет у У *— у. Поэтому [© 
2 -у--У 2 —у =а 
и В А 
1 —_ 
о И 2 — у = 65°. Фиг. 16 


Из последнего уравнения 


Ия—у = г 


Чтобы избавиться в первом уравнении от радикала, я поэто- 


252 9 
му пишу в нем — вместо |/ 22—19? и получаю 
У 


262 
Рут, =“, 


или после умножения на у и приведения 


у? = ау — ху — 26°. 
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Далее я вычитаю из обеих сторон первого уравнения х -|- у, 
что приводит его к виду 


Уз? — у? =а—х— у. 
Для освобождения от радикала я возвожу в квадрат и полу- 
чаю 
Фу — 2 + 2? — 2ау лу У 
что после приведения и деления на 2 дает 


2 


у? = ау + аз —зу—° 


Наконец, если приравнять два значения у, то получится 


2 


ау | ах —ху— = ау —ху— 267, 


что приводится к 


ах —- 5 =— — 262, 
откуда 
а 262 
= ——— 
2 а 


Другое решение. Положим половину периметра рав- 
ной 4, площадь равной 6? и ВС==х, тогда АС-- АВ=2а —х. 

Так как 22(ВС?) = АВ? -№ АС? и 45? = 2АВХАС, то 
22 1 462 = АВ? 1 АС? + 2АВХАС == (АВ--АС)? = (2а —*}. 
Значит, 

2? -- 46? = 44? —4ах - 27, 
откуда 
Ь2 


хх —а——. 
Ц, 


Задача [У 


Даны периметр и высота прямоугольного треугольника. 
Найти треугольник (фиг. 17). 
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Допустим, что в треугольнике АВС прямой угол есть С 
и СО есть высота, опущенная на основание АВ.55 Поло- 
жим АВ-- АС-- ВС =а и СО.=б. Если взять основание 
АВ =, то сумма сторон будет а — х. Предположим, что раз- 
ность тех же сторон есть у, тогда большая сторона АС = 


а — мн [Ир — х — › 
Ша -ту ‚а менышая ВС == ——_ . По свойству прямо- 


2 
угольного треугольника АС? -+ ВС? = АВ?, т.е. 
аа р РУ 


2 


Кроме того, АВ:АС = ВС:ШОС, т. е. 
АВХПС = АСХБС, или 

а? —2ах -- 1? — у? 
д: 


фх = Фиг. 17 


Из первого уравнения 


у —= 2? -- 2ах — а?, 
а из второго 
у? = 2? — 25 -- а? — 46х; 
следовательно, 


2? -|- дах — а? = 1? — 2ах № а? — 46, _ 
что приводится к 
дах | 46% = 2а?, 
откуда 
а? 


Х —=— ———. 
2а -- 2 


Геометрически это означает: в каждом прямоугольном 
треугольнике сумма периметра и высоты относится к пери- 
метру, как половина периметра к основанию. 


Если из а вычесть 24, то в остатке получится , 
а ь 
избыток сторон над основанием. Это в свою очередь означает, 
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что в каждом прямоугольном треугольнике сумма периметра 
и высоты относится к периметру, как высота к избытку сто- 
рон над основанием. 


Задача У 


Даны основание прямоугольного треугольника АВ и сумма 
высоты и сторон СА —- СВ -- СЬ. Найти треугольник. 

Положим САТСВ-СО==а АВ=6, СО =х, тогда 
СА СВ =а—х. 


Положите АС—СВ==у, тогда АС = а ту 


И 


СВУ. 
2 


Далее, АС? -|- ВС? = АВ?, или 


а? — 2ах -- 2? | у? — 6 
2 


Кроме того, АСХСВ = АВХСО, или 


И , 


Сравнивая эти уравнения, вы получите 
262 — а? -|- 2ах — 2? == а? — 2ах -- 2*— 4бх, 


и после приведения 
д? — 2ах -- 26% — а? -|- 6°, 
откуда 
х = а ь— У 2а6 — 2. 
Геометрически это означает: если из суммы периметра и высоты 
прямоугольного треугольника вычесть среднюю пропорцио- 


нальную между этой суммой и удвоенным основанием, то раз- 
ность представляет собой высоту. 
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Другое решение. Положим СА--СВ-ЕСР=а, АВ=Ь 
УР — 


и и Я 
—- СВ СР=а, или СВ-- Ср = а—х. Следовательно, 


и АС =х; тогда ВС == УР — 22°, СД = 


Би 
—— 2 — 22 = а—х. 
ь у 


Возводя обе стороны в квадрат и умножая на 62, мы получим 
8.1 3 4 — пара 2 272 
— 24 — 2623 Г 2635 - 64 — 226 — 2а6?х -- 62х?. 


Переставляя члены Уравнения ‘и располагая их по порядку, 
будем иметь 


24-|-- 263 —- (3062-Е 2а6) х? | (268-- 246?) х-- (64-Е 2а6з-| а?6?) == 
— (262 —- 246) 1? -|- (453 — 462) х -- 264 -|- 2а63. 


Извлекая корень из обеих сторон, мы получим 


д? | фл 62-1 а6 = (х-Н В У2а6 -+ 26, 


а вновь извлекая корень, найдем, что 


4 4 4 
[и 5 ти = 5 а 


ИУ т#+ фт а6. 


А В ЕФЕСЕ 
и 
Фиг. 18 


Геометрическое построение. Положите (фиг. 18) 
АВ=ЬЬ СВ = —-а, Ср = >АВ. Возьмите АЕ оредней 


3 Ньютон. Всеобщая арифметика, 
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пропорциональной между 6 и АС, а ЕЁ средней пропорцио- 
нальной между 6 и ОЕ и отложите ЕЁ с обеих сторон от 
точки ЕЁ. Линии ВЕ, ВЕ будут двумя сторонами треугольника. 


Задача У[ 


В прямоугольном треугольнике АВС даны сумма сторон 
АС--ВС и высота СО. Найти треугольник (фиг. 17). 

Положим АС -- ВС =а, СР —=6, АС =. Тогда ВС = 
—=а—х и АВ = У а? — 2ах — 222. Кроме того, Ср: АС = 


ах — 2* 
—=СВ: АВ и, значит, АВ == —-. Следовательно, 


ат — 1? = 6 а? — 2ах -- 22 
и, возводя обе стороны в квадрат и располагая по порядку. 
24 — 2423 -|- (48 — 26?) 12 —- 2а6?х — а?6? =0. 
Прибавьте с обеих сторон по а?6? | 64 и вы получите 
14 — 2423 -- (а* — 262) 12 | аб? -- 64 = а? м. 
Извлекая корень из обеих сторон, вы найдете 
2? — ах — 6? = ФУРЫ, 


а извлекая корень снова, 
1 12 2 2 ро 
х— а 1“ -- 6—6 У а В. 


Геометрическое построение. Положите АВ = 


—ВС = :- а (фиг. 19). Восстановите в С перпендикуляр СР=, 


продолжите СД до Е так, чтобы ДЕ = БА, и возьмите 
среднюю пропорциональную СЁ между СР и СЕ. Далее, из 
центра ЕР опишите радиусом ВС круг СН, который пересечет 
прямую ВС вСи Н. Линии ВС и ВН будут двумя сторонами 
треугольника. 
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Другое решение. Положим АС-- ВС =а, АС— 
— ВС = у, АВ=хи С = (фиг. 17). Тогда АС = 


? 


— 2 2 — —— —— 2—0? 
ВС = “№, ТТ — 48 ВС АВ ай, а == 


2 
_ АСХВС 


—= АВ =х. Поэтому 
22С 


252 — а? == у? = а? — 46х 


д? —- 26х = а?. 


Извлечение корня даст 


р —= ВУ 6 аг. Фиг. 19 


Поэтому в приведенном построении СЁ есть гипотенуза иско- 
мого треугольника НСЁ. Вот как можно быстро построить 
треугольник в этой и предыдущей зада- 
чах по данным основанию и высоте. По- 
стройте прямоугольник СС (фиг. 20), 
сторона которого СЁ есть основание 
треугольника, а сторона СЁ — высота. Фиг. 20 

На СЁ’ опишите полукруг, который 

пересечет противоположную сторону РС в Н. Проведите пря- 
мые СНи ЕН. Искомый треугольник будет СЕН. 


Задача УП 


В прямоугольном треугольнике даны сумма сторон и сумма 
высоты и основания. Найти треугольник (фиг. 17). 

Положим, что сумма сторон АС и СВ есть &, сумма осно- 
вания АВ и высоты СО есть 6, сторона АС = х, основание 
АВ = у. Тогда ВС = а—х, Ср =ф- у, 


а? — ах -- 212 = АС? -- ВС? = АБ? = 97, 
ах — 1 = АСХВС = АВХСР = ву — у? = бу— а? 20—24? 
9* 
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Бу = 9 — а - т. 


Возведем 4’ — ах- 1х? в квадрат и 4“ — 243х-- 3а?1* — 2413-24 
приравняем 622, т. е. а26? — 2а6?х -- 262л?. Располагая затем 
члены уравнения по порядку, мы получим 


14 — 2ах3 -|- (За? — 26?) 4? -- (2462 — 243) х-- а* — а? = 0. 
Прибавьте с обеих сторон по 64 — а?6?; тогда уравнение при- 
мет вид 
2 — 2428 —— (34? — 262) 1? -Е (246? — 243) х -- а* — 24262 -- 64 —= 
== 64 — а?5?. 
Извлечение из обеих сторон квадратного корня даст 
2? — ах -- 4—6 = — БИ — а?, 


а последующее извлечение корня 


= а+ Го Зебьит— м. 
ря 


Геометрическое построение. Возьмите среднюю 
пропорциональную А между 6 фа и ф— а, среднюю пропор- 
циональную ° между А иб-—Р и среднюю пропорциональную 

1 1 
Т между —а - би а —-5. Тогда стороны треугольника 


—= 


будут --а-| Ти —а— 7. 


Задача У Ш 


Даны площадь, периметр и один из углов А какого-либо 
треугольника АВС. Определите все остальное (фиг. 21). 

Положим периметр = а, площадь == 6. Из вершины како- 
го-либо неизвестного угла, например из С, опустите высоту СР 
на противолежащую сторону АВ. Так как угол А дан, то 
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будет известно отношение АС к СО, которое положите равным 
отношению 4 ке. Положите, далее, АС = х, тогда СР = =. 
Если разделить удвоенную площадь на СШ, то получится 
АВ = 27% . Прибавьте к этому АО, т. е. У Аб — СО? , пли 


6х 


И 
же у — е?, м вы получите 


, —__ 
Вр = а |. 2 | 4—2. 
сх а В А 


ГТУ РРР 


К квадрату ВО прибавьте (1?; получится Фиг. 21 


е?х? 


Вычтите, далее, из периметра АС и АВ, разность будет 


2524 


ех 


ВС=а-—х— 


52а ‚ ар 
Квадрат а—2—2—), т. е. 4? —2ах -- 42 аа 


4624 


ии 


4642 ., .. 
-- —— ‚ приравняйте ранее найденному квадрату; тогда, бра. 
сх 


сывая равные члены, вы получите 


А И — ва — а? — 2ах — 3494 -- ей 


е ех е . 
4624 46? 
Если обозначить данные члены 4° -- -—— — -— У —е — е? через 
е 


44], то после приведения получится 


откуда 
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Мы пришли бы к тому же уравнению, определяя сторону 
АВ, ибо стороны АВ и АС совершенно равноправны относи- 
тельно всех условий задачи. Поэтому, если принять, что АС 


есть {— И г" ‚ то АВ будет |-- И = — ве и обрат- 


но. Если вычесть сумму двух сторон 2] из периметра а, то 
разность даст третью сторону ВС = а — 2]. 


Задача 1Х 


Даны высота, основание и сумма сторон; найти треуголь- 
ник (фиг. 21). 

Положим высоту СР = а, половину основания АВ равной 
Ь, полусумму сторон ==с и их полуразность == 2. Большая 
сторона, например ВС, будет с--2, а меньшая, АС, будет 
е— 2. 


Вычтя С0? из ВС?, вы получите, что 
врут, 
а вычтя СО? из А(?, получите 
Ар = УИ — 26+ а. 
Теперь вычтите АВ из ВО, тогда 
дру 


Возведя в квадрат оба значения АД и расположив члены но 
порядку, вы будете иметь 


2 -|- са == И с? -- 265-122 — а?. 


Наконец, снова возведя в квадрат и расположив по порядку, 
вы получите 


6222 — раза === 62? — 0242 — В, 
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я — а? ® 
ЕВ 1—5 р 
—Ь 


Стороны теперь будут известны. 


откуда 


Задача Х 


Даны основание АВ, сумма сторон АС-- ВС и угол С. 
`Определить стороны (фиг. 22). 

Положите основание = а, полусумму сторон =6б и их 
полуразность = х. Большая сторона ВС будет 6-х, а мень- 
шая АС будет 6 — х. Из вершины какого-либо 
неизвостного угла, скажем из А, опустите вы- 
соту АД на противолежащую сторону ВС. Так 
как угол С дан, то будет известно отношение 


АС к СР; положим его равным отношению 4 
еб -— ех 


к е; тогда СВ = Вместе с тем, со- 


гласно предл. 13 второй кн. „Начал“, 


4С?— 4 В? ВС? 2 № 94° — а? 
АС? — АВ? -| ВС ‚ или ке 2 —{ 22° —а 


ВС ох —(С). Таким образом, 


вы получаете уравнение между значениями СГ), а приведение 
этого уравнения даст 


т — да? да? -|- 2е5? — 246? 266 — 245? | 
24 --2е 


Стороны теперь будут известны. 

Вывод будет проще, если мы станем искать углы при 
основании. Действительно, если провести биссектрису СЕ 
данного угла (С, пересекающую основание в точке А, то 

В:(АС + ВС)=АЕ: АС==эш АСЕ: эт СЕА. Вычтя из угла 
АЕС и из его дополнения ВЕС половину угла С, вы получите 
углы АВС и ВАС. 
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Задача Х1 


Даны стороны треугольника, найти углы (фиг. 23). 

Положим стороны треугольника АВ =а, АС =, ВС ==с 
и допустим, что ищется угол А. Опустите на АВ высоту СР, 
противолежащую углу А. Прежде всего вы имеете 6 — с? —= 
— АС? — ВС? = АД*— В0? = (АР + ВР) х (АР - ВР) = 

АВХ (24А)р- АВ) = 2А,рха—а?, 

т.е. 62—62 = 2Адха— а". 
Следовательно, АД == а -- -—. 


Это дает первую теорему: 
Г. АВ относится к АС -Г ВС, как 
АС — ВС к четвертой пропорциональ- 


ной №.АД = == . Далее, АС от- 


носится к АД, как радиус к косинусу угла А. 
Кроме того, 


06? — Аб*— АДВ— 24262 -- 2а2с? -- 2626? — а — 6 — 4 
—_ — ла? 


_ @тьрохе-ь-оже-ь-охсачнето, 


442 


Умножая здесь корни из числителя и знаменателя наб, мы 
получим и вторую теорему: 

П. 296 относится к средней пропорциональной между 
(а --с)х (а--6—с) и а—6ох (—а-—- 6 о, как 
радиус к синусу угла А. 

Отложите на АВ прямую АЁ =АС и проведите СЁ; угол 


ЕСР будет равен тогда половине угла А. Вычтите АДР из АЕ; 
разность 


4 2 12 р — а2-— р? 2 
РЕФ Та—@ с?) _ 24а а с 


а 2а — 
_ еа-—-Оже-а-) 
24 
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и, следовательно, 


тр — @а_Ихета-ихе-атохе-ать 
4.42 


Это дает ПИТ и [У теоремы: 

ПТ. 2а6 относится к (сКар— 0) Хх (с —а--6), как АС 
к ДЕ и как радиус к синус-верзусу угла А. 

ТУ. Средняя пропорциональная между аб сиа-- 
-|- 6 — с относится к средней пропорциональной между с -а—6 
ис—а-Г6 (как СОФк ДЕ и) как радиус к тангенсу поло- 
вины угла А или же как котангенс половины угла А к радиусу. 

Кроме того, 

СЕ? — СБ? ПЕ? == 2452 --- 5с* — фа? — 63 — 


| 


= е-а-/хе-а-+ 5). 


Это дает У и УТ теоремы: 
У. Средняя пропорциональная между 24 и 26 относится 
к средней пропорциональной между с а—6 и е—-а--6, 
или же 41 относится к средней пропорциональной между 
Ра и сев (как АС к СЕ или СЕк ОЕ и) как 
24 26 2 
радиус к синусу половины угла А. 
УТ. Средняя пропорциональная между 2а и 26 относится 
к средней пропорциональной между а Нее и а —с 
(как СЕ к СД и) как радиус к косинусу половины угла А. 
Если кроме углов требуется найти площадь треугольника, 


== АВ? 
то нужно умножить СО” на =. и искомая площадь будет 


равна квадратному корню из этого произведения,?” т. е. 


и оо хеа ть ож(а-ь-- ед х (фа ь-о. 
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Задача ХИ 


Даны стороны и основание некоторого прямолинейного 
треугольника; найти отрезки основания, высоту, площадь и 
углы (фиг. 24). 

Допустим, что в треугольнике АВС. даны стороны АС, ВС 
и основание АВ. Разделите АВ в Г пополам и (продолжив 
ее в обе стороны) отложите на ней АКГи АЁ, равные каждая 
АС, и ВС и ВВ, равные каждая ВС. Проведите СЕ и СЁ, 


Фиг. 24 


и из точки С опустите на основание высоту СП. Тогда 
АС? — ВС*=А?-- С? — С0*— В0= АД? — ВР? = (АР + 
АС? — ВС* 


—- Вр) х (АР ВР) = АВХ211. Значит, О! = в 


Далее, 2АВ:(АС-РВС)=Ц(АС— ВС): ОГ. При помощи этой 
теоремы определяются отрезки основания. 


Вычтите ОР из 1ЁЕ, т. е. из АС — АВ; разность 


ВС*— АС--2АСХАВ— АВ 


р = И, 
2АВ 
или 
_ (ВС-- АС — аВ)Ж(ВС — АС-АВ) 
АВ 7 
или 
_ ВНЖЕЗ 
АВ ` 


Из РЕ или 2АС вычтите РЕ : разность 


_ АС82АСХАВ--АВ?— ВС? 
РАВ 


кр 


2 
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ИЛИ 
_ (АС-АВ+ВОЖАС-ТАВ — ВС) 
—_ РАВ ? 
ИЛИ 
_ ЕСХЕН 
_ ЗАВ 


Так как СЛ есть средняя пропорциональная между ОЕ и ОРЁ, 
СЕ — средняя пропорциональная между РЕ и ЕЁ, а СЕ— 
средняя пропорциональная между РР и ГА, то 


_ УРОХЕНХНЕХЕС 
2АВ 


сЕ— | ЧАИ 
АВ 


се “ААЕХиН. 
АВ 


АВ 
Умножьте —5— на СО и вы получите площадь 


— 


Ср 


й 


«ИРС хХРНХ НЕХ ЕС. 


Угол А можно определить при помощи ряда теорем: 

[. ЗАВХАС: НЕХЕС= АС: РЕ== радиус : синус-верзусу 
угла 4.58 

П. 2АВЖАСЖЕС : ЕН =АС: ЕО== радиус : косинус-вер- 
зусу А. 

ПТ. 2АВ Хх АС: УЕСХЕН х НЕХЕС-=АС: СР==ради- 
ус: синусу А. 

ТУ. ИЕС х ЕН: УНЕХ ЕС = СЕ: СЕ = радиус : танген- 


<у Е 
® о . 
У. УНЕ хЕС:У ЕСХЕН-=СЕ : СЕ==радиус : котанген- 


А 
су половины Г 
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УТ. 2ПАВХАС:УНЕХЕС -= ЕЕ: СЕ = радиус : ои- 
д 
нусу 5 ° 
УП. 2УАВХАС: У ЕСХ ЕН = ГЕ: ЕС = радиус : коси- 
нусу = . 


Задача ХИ 


Вставить данную прямую СО в данный угол СВО так, 
чтобы прямая ДА, проведенная из ее конца ДО в данную 
точку А на продолжении пря- 
мой СВ, образовала угол АДС, 
равный углу АВР (фиг. 25). 

Положите Ср=а, АВ-Ь, 
Вр =; тогда ВО:ВА = 


—=СР: АР и Ар=®. Опу- 
хх 


Фиг. 25 
стите перпендикуляр ОЕ; тогда 
а?6? 
ВВ — дБ Г 
— 2 х 
ВЕЕР РА | 
2ВА 26 


Так как угол ОВА дан, положите Вр: ВЁ=0:е. что даст 


ех 
второе значение ВЕ =-;. Следовательно, 


2:2 
а“о | : 
д? — — —- 6? 2ех, 
5? 


откуда 
х* — 2613—6252 — 9202*—0. 


Задача МУ 


Найти треугольник АВС, три стороны которого АВ, АС, 
ВС и высота СО образуют арифметическую прогрессию 


(фиг. 26). 
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Положите АС=а, ВС ==2; тогда ОС =2л —аи АВ=2а—х. 
Далее, 


Ар=И АС? — 2С=уУ/4ах — 42? 
вр=И ВС? —РС? = У ах — 32— а?. 


Таким образом, с другой стороны, С 


АВ=У4ах — 422 РУ 4ах — 32? — а, 


и, значит, 

2а— = 4ах — РУ 4х — 32 — а, А р в 
Фиг. 26 

или 


2а — У 4ах — 42? = У 4х — 342 —а?. 
Возведя обе стороны в квадрат, мы получим 
44? — 31? — (4а — 21) Хх У 4ах — 4х? = 4ах — 32? — а?, 


или же 
5а? — 4ах = (4а — 22) У4ах — 92. 


Снова возведя обе стороны в квадрат и расположив члены 
по порядку, мы получим 


1654 — ЗОал3-- 144а31?—104а3%--25а4—=0. 
После деления на 2х —а это уравнение примет вид 
853 — 36а? —-54а2х —25а3==0. 

Решив его, мы выразим значение х через а, которое можно 
выбрать произвольно. Зная а и 1, постройте треугольник со 
сторонами 2а — т, а и т; высота, опущенная в нем на сторону 
2а —х, будет равна 25 — а. 

Действия несколько упростятся, если я положу разность 
сторон равной 4, а высоту равной х; результирующее урав- 
нение при этом будет 


23—24 0х 4843. 
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Задача ХУ 


Найти треугольник АВС, три стороны которого АВ, АС, 
ВС и высота СБ образуют геометрическую прогрессию 


(фиг. 26). 
Положите АС=х и ВС=а, тогда АВ—7“ и СО“. 
д 


Далее, 
и ре 
И 
во —У С: — Обь / и 
Значит, 
‚2 ” ВИ + 
(АВ) бы НИ “5 
или же 


или 
да — а272 —- 94 = 2а?х У? —а?. 
Снова возводя обе стороны в квадрат, будем иметь 
18 — 202183445 — 24672-48 = 40454 — 40657, 


или 
28 — 24216 — 0444-24657 [а8—0. 


Разделите это уравнение на 21“— 425 — 4%; это даст 
24 — 021? — 04. Следовательно, 


2 —а212 9“. 
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Извлекая корень, мы получим 


Итак, выберите длину а или ВС произвольно и положите 
] 5. 
ВС: АС=АС: АВ=1: Из: И . В построенном по 


этим сторонам треугольнике АВС высота ДС будет находиться 
в требуемом отношении к стороне БС. 

Другое решение. Так как АВ: АС=ВС:СШ, то 
я утверждаю, что угол АСВ — прямой (фиг. 27). Если вы это 
отрицаете, то, проведя СЁ, постройте 
прямой угол ЕСВ. Тогда (предл. Экн. 6 
„Начал“) треугольники ВСЕ и ОБС 6бу- 
лут подобными и, значит, ВЕ: ЕС = 
=ВС: СР, азначит, ВЕ: ЕС=АВ: АС. 
Опустите на СЕ перпендикуляр АР; 
тогда, в силу параллельности линий АР Фиг. 27 
и СВ, ВЕ: ЕС = АЕ: ЕЕ = АВ: ЕС. 
Следовательно, согласно предл. 9 кн. 5 „Начал“, АС=ЕС, 
т, е. гипотенуза прямоугольного треугольника равна одной из 
его сторон, что противоречит предл. 19 кн. 1 „Начал“. 59 Зна- 
чит, угол ЁСВ не может быть прямым, и, следовательно, таковым 


должен быть угол АСВ. Поэтому АС? ВС?= АВ?. Но АС®-== 
—АБЖ ВС и, значит, АВХВС - Вс= АВ?. Извлекая отсю- 


., ВС 5 — 
да корень, вы найдете, что АВ =. ти -- ВС?. Поло- 


15 У5 


жите поэтому БС Г АВ=1: и возьмите АС средней 
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пропорциональной между ВС и АВ. Если построить по этим 
сторонам треугольник, то линии АВ, АС, ВС, ОС будут непре- 
рывно пропорциональными. 


Задзча ХУ 


Построить на данном основании АВ треугольник АВС, 
вершина которого С лежит на данной по положению прямой 
СЕ и основание которого есть среднее арифметическое сторон 
(фиг. 28). 

Разделите основание АВ пополам в Ё, продолжите его до 
пересечения в точке Ё с данной по положению прямой ЕС и 
опустите на основание высоту СДО. 
Если положить АБВ=а, ЕЕ==б и 
ВС — АБ=х, то ВС=а-х, АС= 
—@а—х и, согласно предл. 13 кн. 2 
„Начал“, 


ВС: — Аб ЯВ о а 


2АВ 2 


Следовательно, РО==23х, ДЕ ==6--2< и ср=У СВ? — БВ?= 


ВО = 


== и =- 4? — 31?, Так как положения прямых СЁ и АВ зада- 


ны, то данными являются также угол СЕП) и, значит, 
отношение ДЁ к СО. Если положить это отношение равным 


3 5 
4 к е, то получится пропорция 4 :е=(5--2х) и д? —91’. 


Составив произведения крайних п средних членов, мы полу- 
чим уравнение 


; 
/ 


З в оаэ 
—- 4 — 347, 


— 
+ 


еб | Зех —=а Й 


а возведя его стороны в квадрат и расположив члены по 
порядку, будем иметь 
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ИОН 


3 
— 4?а? — е?р? — 4е?фх 
22 — 4 


Че? За? 
Извлекая отсюда корень, мы найдем 


— Зе --а И === — 3е262-|- - 47а” 


4е*—- 34а? 


 —= 


Когда дано будет х, то будут даны также ВС=а- хи 
АС=а— т. 


Задача ХУ 


Даны стороны АВ, ВО, ВС и АС, а также одна из диаго 
налей ВС некоторого параллелограма. Найти другую диаго- 
наль АД (фиг. 29). 

Допустим, что точка пересечения Ск о 
обеих диагоналей есть Е. Опустите на 
диагональ ВС перпендикуляр АР; то- 


гда, согласно предл. 13 кн. 2 „Начал“, А 
2 — 5 ВО? 
АС? — АБ*-- ВС* — СЕ и вместе с тем Фиг. 29 
2ВС 
АС? — АЕ?-- ЕС? 
25" — А р Тан как ЕС=.> ВС в АЕ АО, то 


2ЕС 


О 
46: —-_ АБ:--- ВС# 40: — АВ" Вб? 


ВС — 25С 
После приведения мы получим 
Ар=уУ 24С? -- 2АВ?—ВС?. 


Отсюда между прочим видно, что во всяком параллело- 
граме сумма.квадратов сторон равна сумме квадратов диаго- 
налей. 


10 Ньютон. В сеобгая арифметика 


———_^ 
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Задача ХУПП 


Даны углы, площадь и периметр четырехугольника АВСО. 
Найти стороны (фиг. 30). 

Продолжите какие-либо две стороны, скажем АВ и ОС, 
` до пересечения в точке Ё и положите АВ =хи ВС = у. 
Так как все углы даны, то даны отношения ВС к СЕ и ВЕ, 
которые мы положим равными отношениям 4 ке ик }. 


Тогда СЕ=^, И ВЕ, а значит, АЕ == -- №. Потой 


же причине даны также отношения АЕ 


р к АД ик ШЕЁ, которые мы положим 
с равными отношениям #2 к ий ка. То- 

`... 
и гда АД — 42 = у И Ер —- 42 + у . 

А В Е 5 й 
Ноэтому 
Фиг. 30 ах е 
р = Ч ту _ в 


й 4 
и, значит, сумма всех сторон есть ху РЕМ 
5 


4х е 
—- у _ =. Так как эта сумма дана, то обозначьте 


й 
а 
ее ч. Для сокращения замените данную величину 1 Ри 


4 
—- > через -Р. ‚ а данную величину 1 —- 1 — --. — — 
| 5 


4 
через —-. Тогда вы получите уравнение 


рх ау 
Г 


а. 


Кроме того, так как даны все углы, то дано и отноше- 
ние ВС* к треугольнику ВСЕ, которое я полагаю равным 


® п 2 
т к п; тогда треугольник ВСЕ = —*. Дано также отноше- 
т 


ние АЁ? к треугольнику АЕ, которое я полагаю равным т 
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фа? | 2аужу -- Ру? 
фт 
ку площадь АС, представляющая собой разность этих двух 
треугольников, дана, мы положим ее равной 62. Следовательно, 
Фа” 2а)ту Е Ру — У р 
ат 


к 4, тогда треугольник АДЁ = . Посколь- 


Теперь вы имеете два уравнения, приведение которых 
позволит всё определить. Действительно, из первого уравне- 
га —ду 
Р 
уравнение, то оно примет вид 


НИЯ Х —= ‚ И если это значение т подставить во второе 


_Фта” — Задтау Г ау" | Зару Зум Г Л рр 


рт рт ат 
‚3 99" _ 294 __ 
аменяя для сокращения данную величину - 
Р Р 
Р ааатг а} 
7 тп через $, данную величину —— — —— через я 


р? 
о Дг?а? 

и, наконец, данную величину 6°т — — — через 5, мы по- 

р 


лучим, что 
| у? = 24-Е 1, 


или что 


у=ёК УР м. 


Задача ЖШХ 


Окружить пруд АВСО дорожкой АБСРЕЕСН данной 
площади и одинаковой повсюду ширины (фиг. 31). 

Допустим, что ширина дорожки есть х, а ее площадь а? 
Опустите из точек 4, В, С, О на линии ЕЁ, ЕС, СН, НЕ 
`перпендикуляры АК, ВГ, ВМ, СМ, СО, ОР, ОО, АГ. До- 
рожка разделится на четыре четырехугольника КЛ, Г.М, МО, 
РО и четыре прямоугольника АГ, ВМ, СР, ГИ, которые 
все имеют ширину х и длины, равные длинам сторон данного 
10* 
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четырехугольника. Положим сумму сторон АВ + ВС СО -- 
—- РА = 6, тогда сумма прямоугольников будет 6х. 
Проведите затем линии АЁ, ВЕ, СС, ОН и так как 


АГ—= АК, то угол АЕ! = углу АЕК = -- ТЕК — > РАВ. 
Таким образом, угол АЁЕТ дан и, значит, дано отношение 


ех 
АТ к ЕГ, которое я полагаю равным Я ке; тогда 1Е = —. 


4 1 
Умножьте /(Ё на — АГ, или — т, площадь треугольника 


2 
ЕМ С ОАРЕГ будет т . В силу равен- 
О ства углов и сторон треугольники 
АЕК и АЕ1[ равны и, значит, че- 
тырехугольник [К == 2 треуголь- 
ел? 


„]Р никам АЕГ = —. Ноложив 

Е Н а 
ВЕТ = а: СМ:М№МС =4:е и 
Фиг. 31 ОР:РН =4:А (ибо все эти от- 


ношения даны, поскольку даны 
углы В, С, 0), вы найдете аналогичным образом, что 


2 07:2 122 
четырехугольник Г, М = / - ‚ МО = — и РО = —- . Следо- 
вательно, сумма четырех четырехугольников 1К - СМ —- 

е?? | |2 | 85° й т? 
—- МО -- РО равна — + —— -- ——, или же, если 
4 4 а 4 
Ра 


положить е--{--2-—й=р, равна . Значит, общая пло- 


щадь дорожки 


м 


Если поделить все члены этого уравнения на -^ и из- 
а 
влечь его корень, то 
д 4-Е У 74? -Р 4а?ра 
2р 


Найдя таким образом ширину дорожки, ее легко описать. 68 
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Задача ХХ 


Из данной точки С провести прямую СЕ, образующую 
вместе с двумя другими данными по положению прямыми 
АЕ, АЕ “1 треугольник АЕЁЕ данной величины (фиг. 32). 

Проведите СР параллельно АЕ и опустите на АР перпен- 
дикуляры СВ и ЕС. Положите АД -==а, СВ =6, АР -==х 
и площадь треугольника АЁРЁЕ равной с*. В силу пропорций 
ОЕ: АЕ = (РС:АЕ) = СВ: Еб, или эко (аа): Г, 


фл 1 и 
. Умножьте это на — АР и вы полу- 
а, х — 


чите величину площади треугольника 


величина ЁС = 


АЕЕ, равной с?, в виде . Если рас- 


фх? 
2а -- 2х 
положить члены по порядку, уравнение 
примет вид 
1? — 1.225 — Эс?а 


; 


откуда 


—_ ИУм-Г 25205 
в 


д — 


Точно так же можно провести через данную точку прямую 
линию, которая делит в данном отношении какой-либо тре- 
угольник или четырехугольник. 


Задача ХХ 


На данной прямой РЕ определить такую точку С, что 
разность прямых АС и ВС, проведенных из нее к двум 
другим данным по положению точкам А и В, есть величина 
данная (фиг. 33). 

Опустите из данных точек на данную прямую перпенди- 
куляры АД и ВЕ и положите АР—=а, ВЕ=6, ОР=с, ОС==4; 


тогда АС = У а? 2, ЕС=х—си Ве=уУ т —Жд-ее. 
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Допустим, что АС есть болыная из двух прямых, а ВС — 
меньшая, и положим их разность равной 4; тогда 


ИУ ау — 20 Го. 
Возводя обе стороны в квадрат, мы получим 
а | 2? -|- 4* — 24 У а? -- 1? — 62-1 42 — 266 (2. 


Проделав приведения и положив для 
сокращения данное а? —- 42 — $2 — с? — 
—2е*, мы далее будем иметь 


е? | сх = ааа. 


Вновь возводя обе стороны в квадрат, 
мы получим 


е* —- 2се?х -- сл? — 42а? | 425? 
и после приведения уравнения 


72 2е2сх -- е* — аа? 
—_ 4 — с? ’ 


откуда 


ес № У е*4? — а? -Р а2а2с? 


4 — с? 


Аналогично решается задача, в которой даны сумма линий 
АС и ВС или же сумма или разность их квадратов, или их 
отношение, или произведение или угол между ними, а также 
задача, в которой вместо прямой ОС применяется окруж- 
ность круга или какая-нибудь другая кривая; при этом (0со- 
бенно в последнем случае) вычисление относится к прямой, 
соединяющей точки А и В. 
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Задача ХХИ 


Даны по положению три прямые АО, АЁ, ВР; требуется 
провести четвертую прямую ОРГ так, чтобы ее части РЕ, ЕР, 
заключенные между первыми прямыми, имели Данные длины 
(фиг. 34). 

Опустите на ВЕ перпендикуляр ЁС и проведите СЁ па- 
раллельно АО. Три данные по положению прямые пересека- 
ются в А, ВиН. Положите АВ=а, ВН =6, АН=с, Ер—а, 
ЕЕ=е и НЕ=х. Из подобия треугольников АБН, ЕСН 


имеем АН: АВ = НЕ:СЕ, откуда СЕ = —— и АН:НВ = 


—=ИЕ : НС, откуда НС == =. 


Сложите ЯВ и НС и вы по- 
фе —- 6х Да- 


С 


лучите ВС = 


лее, из подобия треугольни- 
ков РЕС и ЕОВ следует, что 
ЕД: СВ =ЕЕ:ЕС, откуда 


РС = ебз Г е6с Наконец, в 
дс . 
силу предл. 12 и 13 кн. 2 фиг. 34 
„Начал“ 
Еб?— ЕР? | 1 НЕ? — Е? 1 
2 ЕС 2 (Со) 2СН 2 с, 
т.е 
а?.х? а2? 
—- е? 4:2 — 
с? бе 26 с __ 4х 
2е5х -— Зефс 24 26х 9е ' 
дс с 
или 


а?ах* — е?ас- в. ефх ефс с — аах-— хх 
До -|- оне 


ефх -|- ебс а а — Ь 
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[Я 
Положите здесь для сокращения дя ти вы 
получите 
ах? — е?4с? | ебс 


Г. — тх. 
ебх —- ес 


Если умножить все члены на с-— х, то будет 


2 2 —— ро л8 2 
а?4х? — е?4с -- ебсх -- ебс — та? 2 тсх. 
еб а 
а?4 ебс 5 — ефс? 
Замените еще —т на р, те — — на 2рд и | 
ев а а 
ес? 
| я на 172; тогда 
[3 


чует. 
Найдя х, или НЕ, проведите ЕС параллельно АВ, затем 


возьмите ЕС: ВС =е:4 и проведите РЕД, — она и удовлетво- 
рит условиям вопроса. 


Задача ХХ] 


Требуется определить точку 7, обладающую тем свойством, 
что если из нее провести к четырем данным по положению 
прямым РА, ЕВ, ЕС, СО под данными углами четыре прямые 
ХА, ДВ, 2С и 2), то даны будут прямоугольник из двух пря- 
мых ДА ий В, а также сумма двух других ДС ий (фиг. 35). 

Выберите одну из данных по положению линий, скажем 
ВА, и одну из незаданных своим положением, именно линию 
(А, проведенную к РА; по длинам этих линий можно опре- 
делить точку 2. Продолжите остальные данные по положению 
прямые до пересечения с выбранными, также продолженными 
в случае нужды, как видно на чертеже. Положите ЕА =х 
и АЙ = у, Так как углы треугольника АЁЕН даны, то дано 


# 21 
отношение АЁк..И/; положим его равным рк 4, тогда АН = 4”. 
Р 
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Если прибавить АЙ к АН, то 7Н =у-№ 4. Так как углы 
Р 


треугольника НЁВ даны, то дано отношение НЕ к 7 В; поло- 
` Хх 
жим его равным п к р, тогда ДВ = рут. 
п 
Если, кроме того, данную ЕЁ обозначить а, то АР будет 
а— т. Так как углы треугольника АЁР[ даны, то мы поло- 
жим отношение АР к АГ равным р к т, что даст АТ = 


— ^^”, Вычтите АГ из 
Р 
Ай, разность будет 10 == 
°7Ра-—Рх 
—=у-—————. Так как углы 
р 


треугольника /СХ даны, то 
положим отношение 17 к #С 
равным отношению тк р, 


_ рута - ва 
тогда 2С = т ` Фиг. 35 


Аналогичным образом, если вы положите ЕС =, АС: АК = 
$6 — 5х — 4 
Р 
Далее, согласно условиям вопроса, сумма прямых #С и 
2) равна некоторой данной величине, скажем }, т. е. 


—[:$ и К: ИО =р:2, то найдете, что ОД == 


ру — га | гх $6 — 2—1 __ 
— т } 
Прямоугольник из двух других прямых также должен 
быть равен некоторой данной величине, скажем 22, т. е. 
ру? чату 2? 
п 


Таким образом, для определения хи у вы получаете два 
уравнения. Из последнего уравнения 


_ 8 — ру 
Чу 


# 


р. 
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а если подставить это значение х в первое уравнение, то оно 
примет вид 


7 


ру—та | тп8*-— гру? . 5—1 508 —3ру? _ ; 
т тау р Рё 


или После приведения 


_ арату — 6тчзу - }тчу | втпз — впрг 


2/2 
р*4 — р?г — т14 - трз 


Полагая для сокращения 


ар4т — 6т4з Е тр о, 
р?4 — р?г — та -- трз 


И 
82тп$ — в?прг — 
р*4 — р*г — тм -- трз 


вы получите 
у = 2йу —- *, 
ИЛИ 


ув У -№. 


Найдя при помощи этого уравнения у, мы получим х из 
уравнения 


192 — ра 
т — 28 РУ 


ЧУ 
и этого будет достаточно для определения точки 1. 

Таким же путем можно определить положение точки, 
обладающей тем свойством, что если провести от нее к боль- 
шему или меньшему числу заданных по положению прямых 
другие прямые, то сумма или разность, или произведение 
одних из этих прямых будут даны, или будут равны сумме 
или разности, или произведению остальных, либо 
же будут удовлетворять каким-либо иным данным усло- 
виям. 6? 
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Задача ХХУ 


Вставить в прямой угол ЕАЁ прямую ЕЁ данной веёели- 
чины Так, чтобы она прошла через данную точку С, одина- 
ково удаленную от сторон прямого угла (фиг. 356). 

Дополните квадрат АВС и разделите точкой С линию 
ЕЕ пополам. Положите затем СВ или СО — а, ЕС или ЕС=Ь 
и СС=дх; тогда СЕ=х-6б и СЕ=х-- 6. Так как 
СЕ? — ВС? = ВЕ?, то ВЕ = У 22-26 6? — а?. Наконец, 
в силу подобия треугольников СДЕи ЕВС, СЕ: СО = СЕ: ВЕ, 
или же (х—6):а=(2-—5): ИУ? - 265 2 —а?, откуда 


ах ——- аб =(—В) Уз? -- 265 —- 62 —а>. 


Возводя 0бе стороны этого 
уравнения в квадрат и распо- 
лагая члены по порядку, вы 
получите 


24а == (24? —- 262) д? -|- 24262 — 64. 


Если извлечь корень, как в 
квадратном уравнении, то 


2? — а? 1 6? -- Иа“ -—- 4926? С =--------- 
и, значит, 
Гете туя- ев. 
Найденное таким образом значение т, или СС, дает СЁ или 
СЕ, а с помощью той или иной из этих двух прямых опре- 


деляется точка ЕЁ или точка РЁ, удовлетворяющая условию 
задачи. - 


ТТХ РО 


Фиг. 36 


Другое решение. Положите СЕ=х, СО=аи ЕЕ==6; 
тогда СА =х- и ВЕ =У 2? —- 26х -|- 62 — а?. Далее, так как 
СЕ: СР=СЕ? ВЕ, или х:а=(2--Ь): Уз? -Р 25 В — а?, то 


ах аб =ху 12 — 26х -— 62 — а?. 
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Возводя обе стороны в квадрат и упорядочив члены, мы 
получим 


24 -|- 2658 -|- (6? — 24?) 1° — 2а26х — а?6? = 0. 


Корень этого уравнения четвертой степени найти труднее, 
чем в предыдущем случае. Его можно, однако, отыскать сле- 
дующим путем. Возьмите 


а 268 | (62 — 242) 22 — 2а26х -[ аа == а26? -|- 4; 


извлекая из обеих сторон корень, вы найдете, что 
д? | 6х — а? = НаУ а? ТР. 


Мне представляется здесь удобный случай привести пра- 
вило выбора членов для вычисления. 

Если какие-либо два члена настолько подобны или сходны 
в отношении к другим членам вопроса, что, применяя любой 
из них, вы получите совершенно сходные уравнения, или же, 
что, применяя их оба, вы получите конечное уравнение, 
в котором они обладают одинаковыми измерениями и одина- 
ковой формой, отличаясь, быть может, лишь знаками -- и — 
(увидеть это легко), то лучше всего не применять ни одного 
из них, а взять вместо них третий член, который находится 
в одинаковом отношении к ним обоим, например их полу- 
сумму или их полуразность, или, быть может, среднюю про- 
порциональную, или, наконец, любую другую величину, ко- 
торая находится с ними в одинаковом отношении и не имеет 
себе подобных. | 

Например, я замечаю, что в предыдущей задаче линия 
ЕЕ находится в одинаковом отношении к АВ и АД (это бу- 
дет очевидно, если вы проведете линию ЁЁ в углу ВАН) и, 
значит, у меня нет никаких оснований предполагать, что 
в качестве искомой неизвестной удобнее взять ЕД, чем БЕ, 
или АЕ удобнее, чем АЁ, или же СЕ удобнее, чем СЕ. 
Поэтому в первом решении я выбрал, вместо порождающих 
указанную неопределенность точек А и РЁ, промежуточную 
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точку С, находящуюся в одинаковом отношении к обеим 
линиям АВ и АД. Я не стал затем для определения искомой 
величины опускать из этой точки С перпендикуляр на АР, 
ибо я мог бы с таким же основанием опустить его на АД. 
Поэтому я не опустил его ни на СБ, ни на СО, но принял 
за искомую величину СС, для которой не имеется подобной; 
таким образом, я получил уравнение четвертой степени без 
нечетных степеней. 

Заметив, что точка С лежит на окружности круга, опи- 
санного из центра А радиусом СЁ, я мог бы также опустить 
перпендикуляр СК на диагональ АС и искать АК или СК, 
имеющие одинаковое отношение к АВ и АР. Это привело бы 
меня к уравнению второй степени 


4 1 
у? = — ву >”, 


в котором у = АК, е = АС и ф= ЕС. Найдя таким ооразом 
АК, следует восстановить перпендикуляр КС; через его 
точку встречи С с названной окружностью и пройдет СГ. 
Именно этому правилу я следовал в задачах [Х и Х, в 
которых требовалось определить две сходные стороны АС и 
ВС треугольника. Именно, вместо того чтобы искать ту или 
другую из этих сторон, я ‘определял их полуразность. Польза 
этого правила станет еще очевиднее в задаче ХХУПТ. 


Задача ХХУ 


Из центра С радиусом СР описан круг; требуется про- 
вести к этому кругу касательную ВП так, чтобы ее часть 
РВ, заключенная между данными по положению прямыми 
АР и АВ, имела данную длину (фиг. 37). 

Опустите из центра на одну из данных по положению 
прямых, скажем на АБ, перпендикуляр СЁ и продолжите 
последний до пересечения с касательной ОВ в точке ВН. 
Опустите также на АВ перпендикуляр РС и положите ЕА =а, 
ЕС =6, СР =с, ВР =4и РС =. В силу подобия треуголь- 


158 ПРИВЕДЕНИЕ К УРАВНЕНИЯМ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ВОПРОСОВ 


ников РСВ и СОН вы получите СВ (У 42—2?):РВ=Ср:СН, 


откуда СН == 


ЕН 


са Сложите СЕ с СН и вы получите 
4? — 2? 
и Далее, РС:СВ = ЕН:ВЕ, откуда 
У 42 — =? 


ВЕ = ка ИУ— = -— _2а . Кроме того, так как угол РАС дан, 
ух д 


то дано также отношение 
РС к АС и если положить 
это отношение равнымек /, 


то Ав=2. Сложите ВА, 
АС и ВС и вы получите, на- 
конец, что ЕВ =а-- Е -- 
-- У а? — 22. Поэтому 

а -- г -- Иа? — 1? = 


Фиг. 37 уф + са 
— } 


д ия 


или, переставляя члены, 


`}х ‚С Ь— х —— 
а О АОИ 2 2. 
—- - - - У 4? —х 


Возведя обе стороны в квадрат, вы получите 


а? 2а}2 _ 244 | Ра? __ 204} -- 624? 
е Хх 


24? 
р 
12 х 


2-4 — 22, 


и после должных приведений 


4! 
Хх 


(2ае] — 26е?) хз -|- (а?е? -|- 52е? — 42е — 2с4е]) х? 
е? —- ]? 
+? 


Е 
= 0. 
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Задача ХХУ[ 


Даны по положению три прямые АЕ, ВР, СЁ; требуется 
найти точку О, обладающую тем свойством, что если из нее 
опустить на эти прямые перпендикуляры РА, ОБ, ОС, то 
эти перпендикуляры будут между со- 
бой в данном отношении (фиг. 38). 

Продолжите одну из данных по 
положению прямых, а также опущен- 
ный на нее перпендикуляр, скажем 
прямую ВЕ и перпендикуляр ВО, до 
пересечения их с прямыми АЁ и ЕС. 
Пусть ВЕ пересечет их в точках Ви 
Е, а ВО в точках С и Н. Положите 
ЕВ =х и ЕЁ -==а, тогда ВЕ =а— т. В Р 
Так как прямые ЕР, ЕА и ЕС даны Фиг. 38 
по положению, то даны также углы 
Е и Е и, значит, отношения сторон треугольников ЕВЫ и 
РБС. Положим, что отношение АВ к ВН есть 4 ке, тогда 


ЕН =И ЕВ 1 ВИ» = и | _ == уте. 


Предположим еще, что ВЕ относится к ВС, как 4 к }, тогда 


и 


2712 — Зах 27.2 
а? — а ар 2 ЗРае р Ра 


РС = И ВЕ? -Р ВС? = -. 


} 


г. е. 
кс “ур. 


(Я 
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Положите далее ВО = у, тогда НД —= — —и и СО = 


= у, Далее, Ар: НО =ВЕ: НЕ =а:У 42-1 2? и 


[и 
рС:Ср = ВЕ: Ес =а: У-Р. Поэтому АД = © — ау _ 
Ифтт г 
а 02С = а] ау, Наконец, так как даны отношения ли- 


УР 
ний ВО, АР, ПОС, то примем, что ВО: АБ =У а? | 2: (1— а), 
тогда 
йу — ау (= АБ) = ех — ау 
Уре Иа 
откуда Ау == ех. Положим еще, что ВО: ОС = 4?--рР:(#—4), 
тогда 


; 


м 99 (— ро) — М, 
Изер р 


откуда Ку = {а — 7. Поэтому 


(у) = В 


й р 


и после приведения 


Возьмите ноэтому 


и затем 
ВО: ЕВ —=2:й 


и вы получите искомую точку 0. 
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Задача ХХУП 


Найти точку О, обладающую тем свойством, что проведен- 
ные из нее к трем данным точкам А, В, С три прямые ДА, 
ОВ, ОС находятся между собою в р 
данном отношении (фиг. 39). 1 

Соедините какие-либо две из трех 
данных точек, например А и С, 
прямой и из третьей точки Б, а 
также из искомой точки Р опустите 
на АС перпендикуляры ВЕ и БР. 
Положите АЁ = а, АС=Ф, ЕВ = с, 
АР =хт и ЕР = у. 

Тогда АД =? у, ЕС =Ь-—х, 
СР? = РО? РО? = ® — 25 12 -Р ур ЕР=Е-фа и 

Вр? = ЕЁ? | (ЕВ -- ЕО} = 22 — 2ах № а? Е + 26-1 92. 
Так как АР и СРО находятся в данном отношений, положим 


Ам 


Фиг. 39. 


е —_—_ц)цЦЬ 
его равным отношению 4 к е; тогда СО = И а. 
Так как 40 находится в данном отношении также к ВО, поло- 
жим его равным отношению 4 к [; тогда ВО = и ИРУ. 
Следовательно, 


е?х? -- ©]? __ —_ —__ , 
о (= С0*) = 6 — 265 2 | у?, 


РЕГ (= ВБ) = — аа ре 29 у". 


42 — е? 42 — ]? 


— И 
Р 4 


Если положить здесь для сокращения Ч, 


то получится 


26 Ру =о 


11 Ньютон. Всеобщая арифметика 


162 ПРИВЕДЕНИЕ К УРАВНЕНИЯМ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ВОПРОСОВ 


и а? -|- с — аз {- 2ву ка у? =0. 
Из первого уравнения следует, что 
254х — 624 472 9 „2 
их 9. 
р 4 - 4 у 


Второе уравнение, если в него подставить вместо _ 12 + у? 


254 — 524 


его значение ‚ примет вид 


254х — 64 ив а? -- с? — 2ах -- 2су — 0. 


Р 
54 
Положите еще для сокращения т=аб—- и 26п = 
Р 
р? 
=-% — 42 — с? и вы получите 
Р 


2тх -| 2еп = 26, 


что после деления членов на 2с даст 


| — 
т ыУ: 


Подставьте в уравнение 


р ор Ра Ру =0 
4 4 . 
2 Гут. _ 
вместо у? квадрат — п и вы получите, что 
С 
2 2ртп рп? 
о — 2х РР ох -— =0. 

т т 


Если, наконец, для сокращения вы положите здесь -- --- 


рт? р Ь ртп $6 о рп? 6? 

— — ——_=.— И | ыы 9 то полу- 
-- 4? г, 4с г -- 4 р у 
чится 


22 = 285 — №, 
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а извлекая корень, 


= -- ИУя— 6. 


. тх 
После того как 5 будет найден, уравнение —— -|[-п=у дасту. 
с 


А по данным д и у, т.е. АР и ЕО, определится и искомая 
точка Д. 


Задача ХХУП 


Вписать в данное коническое сечение ОАС прямую ОС 
данной длины так, чтобы она прошла через данную по по- 
ложению точку С (фиг. 40). 

Допустим, что ось кри- 
вой есть АР. Опустите на 
ось из точек О, Си С чер- 
пендикуляры ОЯ, СЕ и СВ. 
Для определения положения 
прямой ОДС можно было бы 
заняться нахождением точек 
С или Ш). Однако эти точки 
расположены столь сходно, 
что при определении каждой 
из них действия будут одина- 
ковыми как в случае, если я 
стану искать линии СС, СВ 
или АВ, так и в случае, если я 


стану искать аналогичные р с 
линии ОС, ОН или АН. По- 
этому я займусь поисками Фиг. &0 


третьей точки, которая на- 
ходится в одинаковом отношении к двум первым и вместе 
с тем определяет их положения. Как я вижу, такой точкой 
является Р. 

Положите поэтому АЁ==а, ЕС =6, ОС =с, ЕЁ ===. Так 
как отношение между АВ и ВС выражается уравнением, 
11* 
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которое определяет кривую и которое я считаю данным, то 
положите АВ =х и БС == у; тогда ЕВ будет ха а. 


А так как СЕ: ЕР =СВ:ВЕ, то БЕ = =. Поэтому 


дама = =— 


Установив это, исключите 5 при помощи уравнения кривой. 


Если, например, коническое сечение есть парабола с уравне- 
2 

нием 7х =, то х= и получается 
г 


2 5 
аа 
Г | 


Извлечение корня дает, что 


71 И 
у = Ре —-ат— 


2252 
откуда ясно, что 5 | 44" — 412 есть разность двух 


значений у, т. е. линий |-ВС и —ДРН. Следовательно, если 
из точки О опустить на СВ перпендикуляр ОК, то эта раз- 


ность будет равна СК. Но ЕС :СЕ==ОС: СК, т.е. У - 2:6 = 


—= С. 


—- 447 — 472. Если перемножить квадраты сред- 


них членов пропорции, а также ее крайних членов и при- 
вести произведения в порядок, то получится, что 


а 462.53 — (Ва? | Б2р?) 52 -- 494 — вар -- $9с? 


р2 


[2х 


Это—уравнение четвертой степени; оно достигло бы восьмой 
степени, если бы я стал искать СС, или СВ, или АВ. 
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—ые 


Задача ХХХ 


Умножить или разделить данный угол на данное число 
(фиг. 41). 

Впишите в какой-либо угол РАС линии АВ, ВС, СО, РЕ 
и т. д. одинаковой длины; при этом треугольники АВС, ВСО, 
СРЕ, ЕЕ и т. д. будут равнобедренными. Согласно предл. 
32 кн. 1 „Начал“, угол СВО будет равен уг. А--уг. АСВ = 
—=2 уг. А, уг. ОСЕ-==уг. АР уг. АБС =3 уг. А, 


Фиг. 41 


уг. ЕДЕ = уг. А -Р уг. АЕБ = 4 уг. А и уг. ЕЕС == уг. А-- 
-- уг. АРЕ=5 уг. А и т.д. Если рассматривать прямые АВ, 
ВС, СР и т.д.как радиусы равных кругов, то перпендикуля- 
ры ВК, СГ, ОМ и т. д., опущенные на АС, БР, СЕ ит. д., 
будут синусами этих углов, а АК, ВГ, СМ, ОМ ит. д. 
будут их косинусами; а если рассматривать АВ как диаметр, 
то прямые АК, ВЕ, СМ ит. д. будут хордами. Положите 
АВ = жи А=х и далее действуйте следующим образом: 
АВ: АК = АС: АГ, 
г: х = 2х: = . 
г 
Значит, 
АГ, — АВ 
2 о . — ВГ,. Это дает удвоение. 


Г 


АВ: АК = АБ(2 АГ — АВ): АМ,, 
Ре (22 —2”) : [572). 


\ № Е 
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Значит, 
АМЬ— АС 
= 3. — СМ. Это дает утроение. 
72 
АВ: АК = АЕ(2 АМ — АС): АМ, 
т (2 д). (2 29) 
27:2 = (5 42) : (5. „_). 
Значит, 
ГАМ— АР 
14 Д 2? 


+ 2Г = БМ. Это дает учетверение. 


РЗ г 
АВ: АК = АЕ (2АМ— АР): АО, 
ду: х = (= Е +22) (Е +2) 
Г Г 


гз г 
Значит, 
40 — АЕ 
- —== 5517 = ЕО. Это дает упятерение. 


И т. д. Если, наоборот, вы хотите угол разделить на некото- 
рое число частей, то подставьте д вместо В, СМ, ОМ ит. д. и 


вы получите для деления пополам 
2? — 272 = аг, 
для деления на три части 
23 — Зах == 07, 
для деления на четыре части 
14 — 472 42 | 214 == 473, 
для деления на пять частей 


5—5 28-5 т х = 0417 
ит. д. 64. 
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Задача ХХХ 


Определить по трем наблюдениям траекторию кометы, рав- 
номерно движущейся по прямой ВЛ (фиг. 42). 

Допустим, что точка А есть глаз наблюдателя, В есть 
местоположение кометы при первом наблюдении, С — при вто- 
ром и р— при третьем; требуется определить наклон линии 
ВО к линии АВ. Углы ВАР, ВАС известны из наблюдений; 
следовательно, если перпенди- 
кулярно к АВ провести линию 
ВН, пересекающую АС и АР 
в Еив Ёи принять АВ за 
данную, то даны будут БЁ и 
ВЕ, которые в отношении радиу- 
са АБ являются тангенсами этих 
углов. Положите АБ = а, ВЁ= 
—= би ВР== с. По промежуткам 
между наблюдениями известно 
отношение ВС к ВЛ; допустим, 
что оно равно отношению б ке. 
Если провести ОС параллельно 
АС, то в этом же отношении будут ВЕ и ВС, и если положить 
ВЕ =6, то ВС будет равно е; а СЕ =е—с. Далее, если 
опустить на ВС перпендикуляр ОН, то в силу того, что тре- 
угольники АВР и ОНЕ подобны и рассекаются подобные 
образом линиями АЁ и ДС, имеет место пропорция 


ЕЕ: АВ = Рбс:НФ, или же (с —6):а == (е— в): 748, 
с —В 


Фиг. 42 


так что НД = = . Кроме того, ЕЕ: ЕВ = ЕС:ЕН, или 


С — 


се — с? се — с? 
((—В):е=(е-— о): ‚> так что ЕН = . Сложите ВЕ 
с — в — 
се — сб — 
или сс ЕН и вы получите ВН = >. Поэтому — ^  отно- 
с — е — 
ае — ас — 
сится к ———— (или се — сб относится к ае — ас, или 0? 


с—Ь е—с 
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относится к а), как ВН к ВР, т. е. как тангенс угла НОВ 
или АВК к радиусу. Так как мы приняли радиус равным 4, 


се— с 


то будет тангенсом угла АБК, и, значит, если составить. 


е — с 
пропорцию, то е—с относится к е—6 (или СЕ к СЕ), какс 
(или тангенс угла ВАР) к тангенсу угла АБК. 

Поэтому вы можете сказать, что время между первым и 
вторым наблюдениями относится ко времени между первым и 
третьим. как тангенс угла ВАЕ к четвертой пропорциональной. 

Затем, разность между этой четвертой пропорциональной 
и тангенсом угла ВАР относится к разности между той же 
четвертой пропорциональной и тангенсом угла ВАЕ, как тан- 
генс угла ВАЁ к тангенсу угла АБК.65 


Задача ХХХ[ 


Из светящейся точки на преломляющую сферическую по- 
верхность падают расходящиеся лучи. Определить точку пере- 
сечения каждого преломленного луча с осью сферы, проходящей 
через эту светящуюся точку (фиг. 43). 


Фиг. 43 


Допустим, что А есть светящаяся точка, БУ — сфера, ось 
сферы есть АО, центр С, а вершина У. Положим, что АВ 
есть падающий луч, а ВД преломленный. Опустим на эти лучи 
перпендикуляры СЕи СЕи на АД перпендикуляр ВС. Прове- 
дя еще ВС, положите АС = а, УС или ВС = г, СС = тиСШ) =; 


тогда АС =а— 2, Вс = Ут"—т, АВ = Та? — 21 т. 
Из подобия треугольников АВС и АСЕ имеем, что СЕ = 
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аТ !? — 12 


т. Далее, Ср = з-— х, Вр = 2-5 2.е- т, 
Уаз — Зах - г? 
а из подобия треугольников ОВС и ОСЕ имеем СЕ = 


5У г? — 22 
= _—____. Так как известно, кроме того, отношение 
У 22 
синусов угла падения и угла преломления и, следовательно, 
отношение СЁ к СЕ, которое мы примем равным а к р}, то 


{а У 2—1? аз У г? — д 


У а" — 2 ах + 2 У 52 25% | р? 


Перемножая накрест и деля наа И 1? — 4?, получим 


ГИУ 22 т = Иа? — 2а- 1, 
а возводя в квадрат и приводя члены в порядок, 


РР 
@ — ах -|- 2— р} | 


{2 
Положите, наконец, р вместо данного — и 4 вместо данного 
[92 


р? 
а — — р; тогда 


о 2 рхё — рг? 
=, 
а— 2х 
откуда 


с — РУ р — 2 рез -[ рат | 
4 — 2х 


Таким образом найдена 25, т. е. длина СР и, следовательно, 
искомая точка ШП пересечения преломленного луча ВР с осью. 
Ч. т. с. 

Я предполагал здесь, что падающие лучи расходятся и 
попадают в более плотную среду. Изменяя то, что подлежит 
изменению, легко было бы решить задачу для случая, в кото- 
ром лучи сходятся или попадают из более плотной среды 
в более разреженную.86 
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Задача ХХХЦ 


Определить фигуру пересечения конуса с какой-либо плос- 
костью (фиг. 44 и 45). 

Допустим, что АВС есть конус, опирающийся на круговое 
основание ВС, 1ЕМ — искомое сечение, КРМ — некоторое 
другое сечение, параллельное основанию и пересекающееся 
с первым сечением по {Н, а АБС — третье сечение, перпенди- 


кулярное к первым двум и рассекающее их пополам по ЕН 
и КГ, а конус рассекающее по треугольнику АВС. Продол- 
жите ЕН до пересечения с АК в Ди, проведя ЕЁ и ОС 
параллельно АГ до пересечения с АВ и АС вЕРи вб, поло- 
жите ЁЁР =а, РС =, ЕВ =с, ЕН =хи Н1=у. В силу 
подобия треугольников ЕНГ, и ЕС, ЕР: ОС = ЕН :НГ, так 


что НГ, = 2 ‚ а всилу подобия треугольников ДЕЁЕ и ОНК, | 
С 


РЕ: ЕЕ =ДН (с—х на первом чертеже и с -|- хна втором) : НК, 


ас ах 
так что НК = 74. Наконец, так как сечение КИ, 


с 
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параллельно основанию и, значит, представляет собой круг, 


то НК ЖХНЕ == НТ», т. е. 


Это уравнение выражает отношение между ЕН (2) и НТ(у), 
т. е. между осью и ординатой сечения Е7М. Так как в слу- 
чае первого чертежа это уравнение характеризует эллипс, а 
в случае второго — гиперболу, то ясно, что это сечение будет 
эллиптическое или гиперболическое. 

Если ЕД, будучи параллельной АК, ее нигде не пересе- 
кает, то НК = ЕЁ (а) п, следовательно, 


(НК Х НГ) = у, 


а это уравнение характеризует параболу.6? 


Задача ХХХ Ш 


Прямая ХУ вращается на расстоянии СШ вокруг оси АВ, 
имея данный наклон к плоскости ОРСВ, и порождаемое при 
этом вращении тело РОДУТ5 пересекается какой-либо пло- 
скостью 1[МОЁГК. Определить, какова будет при этом фигура 
сечения (фиг. 46). 

Допустим, что наклон оси АВ к плоскости сечения есть ВНО 
или СНО, а Г, — какая-либо точка пересечения прямой ХУ 
с той же плоскостью. Проведите ОЕ параллельно АВ, опу- 
стите на АВ, ОЕ и НО перпендикуляры ГС, [Ги РМ и 
проведите МС и РС. Положите СО =а, СН =6в, МН =хи 
ИГ, == у. Так как угол СНО дан, то примем, что МИЯ : НС = 4:е; 


тогда т =Яс и 6 - = СС или РО. Кроме того, так как 


дан угол Г.ОЕ (т. е. наклон прямой ХУ к плоскости ССРЕ), 
рех 


то примем, что РО:ЕЁ = &:й, тогда РГ — г... 
5 $ 
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Прибавьте к квадрату РЁ квадрат ЁС или ОС, или а?, и 
вы получите, что 


да 
8 


2 Бей? х - е? #2 д? 


5? 22 52 


е? 1? 
— |, разность 


Из СГ? вычтите МС? | МН" — СВ?, или 4? — 
б удет 


202 2/2 о 2 72 2 202 202 —— 
_ 45 ие -- + е ее 22 (= МТ?) = у". 
5 ы 8 


[> 


+ 
А. Ч 
‘ 


Фиг. 46 


Это уравнение и выражает отношение между х и у, т. е. от- 
ношение между осью МН сечения и его ординатой МГ. Так 
как хиу входят в этом уравнении не более чем в двух 
измерениях, то ясно, что фигура Г/МОГК есть коническое сече- 
ние. Если угол МНС больше угла Г.ОЕ, то фигура будет эллип- 
сом, если он меньше, то гиперболой, а если эти углы равны, 
то параболой или же (если, кроме того, совпадают точки С 
и Н) параллелограмом.88 
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Задача ХХХ[У 


Восстановим к прямой АГ перпендикуляр А.) данной длины 
и допустим, что одна из сторон ЕД наугольника ДЕЁ постоянно 
проходит через точку О, между тем как другая сторона ЕР, 
равная АЛ, скользит вдоль АР. Найти кривую НС, которую 
описывает точка С, середина стороны ЕЁ (фиг. 47). 


Фиг. 47 


Положите ЕС или СЕ = а, перпендикуляр СБВ=у и 
АВ —=|. В силу подобия треугольников РБС и РЕС, 


ВЕ(У2— у): (ВС -+ СР) (т. е. уф а) = ЕЕ(2а):(ЕС-| СЕ) 
(т. е. АС - СЁ) или АР. Следовательно, 


Рау а ( АГ = АВ ВЕ) — х—- У— уг. 
У а— у? 


Умножая на У а*— у?, имеем 


Рау 2 а? = а? — ху а— т, 
или же 


Рау а? у? = & У а? — у". 


Деля затем обе стороны на Иа -ГУ, возводя в квадрат и упо- 
рядочивая, вы получите 


уз За -- (За? у-ва =0. 
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Другое решение. Продолжите ВС в обе стороны 
на ВГ и СК, равные СЁ, и проведите КР, НУ, НС и 
РЕ (фиг. 48). Прямые НС и ОЕ пересекут АЕ и Г в Ми 
в №. Опустите на НС перпендикуляр 1[, тогда угол К, = 
= ВСЕ = > РСЕ — СЕР — АМН = МН! = СИ.. Прямо- 


угольные треугольники ЕВЕ, ЕВМ, НГ и 1[.С будут поэтому 


Фиг. 48 


подобными. Положите РС =а, НТ =х и [С =уи вы полу- 


чите, что ВМ (2а—у):ВК(у) = ГС:ЁН = СЁ (у): НР (2). 
Следовательно, 


2а1? — ух? = уз. 


Из этого уравнения легко увидеть, что эта кривая является 
циссоидой древних математиков и что образующий круг имеет 
пентр 4 и радиус АН.6? 


Задача ХХХУ 


Прямая ЕР данной длины, стягивая данный угол ЕАО, 
движется так, что концы ее Л и Е постоянно касаются сторон 
угла АД и АЕ. Найти кривую РСС, которую описывает какая- 
либо данная точка С прямой ЕД (фиг. 49). 
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Из данной точки С проведите параллельно ЁА прямую 
СВ и положите АВ =х, ВС = у, СЕ =а, СО =. Из подобия 
треугольников ОСВ, РЕА следует, что ЕС: АВ = СО: БВ, 


рх 
т. е. а: =6: ВД, так что ВО = —. Опустите затем перпен- 
а 
дикуляр СН. Так как угол РАЕ или ОБС дан, то известно 
отношение сторон прямоугольного 


треугольника ВСН. Положим по- 
этому, что ВС:ВН =а:е; тогда 


ВН = °*.Вычтите ВН из ВБ, раз- 
[71 


Вх — 
ность будет ОН = ———`**. Далее, 
а 


в треугольнике ВСЯ с прямым углом 
ВНС, ВС? — ВИ? = СИ”, или же 


2_ У 
У = 


а 
мым углом СН, СЬ?— СН? = НР? и, значит, 


Фиг. 49 


СН”. Точно так же в треугольнике СОН с пря- 


? 


22 —— — 2, \ 9 2.8 2 
у У (— РИ?) — (— ") — 2 1? — 26еху -Ё е?у? 


а? а а? 


и после приведения 


Так как в этом уравнении неизвестные величины восходят 
только до двух измерений, то ясно, что кривая есть кониче- 
ское сечение. Извлекая, далее, корень, вы получите, что 


__ фед У е-д- — аа" + ай 


а? 


Коэффициент при 4? под радикалом есть е? — а2*, и так как 
а:е = ВС:ВН и ВС обязательно больше, чем ВН, ибо гипо- 
тенуза прямоугольного треугольника больше его стороны, 
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то а больше е и е* — а? есть величина отрицательная. Сле- 
довательно, кривая есть эллипс. 


Задача ХХХУ! 


Наугольник ЕВРО движется так, что одна из его сторон 
ЕВ постоянно стягивает прямой угол ЕАБ, а конец О другой 
стороны БЛ) описывает некоторую кривую РО. Найти кри- 
вую ЕО, которую описывает точка О (фиг. 50). 

Опустите из точки ДР перпендикуляр ОС на сторону АС. 
Положив АС =х, ОС =у, ЕВ =а и ВО =, вы получите 

Е из прямоугольного при С тре- 

} угольника ВОС, что ВС?= ВО?— 
— 00? =? — у?. —Следователь- 
но, ВС = У— у? и АВ=х— 
— У 6? —у?. Кроме того, в силу 
подобия треугольников БЕЛ и 
ОВС, ВО:ОС = БЕ: АВ, т. е. 
6: у=а: (1 — У — у?). Сле- 
довательно, 


6х — БИ 6? — у? = ау, 
или 
6х — ау =БУ— у". 
Возводя обе стороны в квадрат и проделав должные приве- 
дения, вы получите, что 
о _ 2 афху -- 6% — 6212 
а? -- 6? 


а извлекая корень, найдете, что 


) 


__ ах ЬЗУ а? 1-62 — 42 , 
а? В? 


Отсюда очевидно, что кривая вновь является эллипсом. 
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Так обстоит дело, когда углы ЕВО и ЕАВ прямые. Если 
же эти углы будут какой-либо другой величины, однако оста- 
ваясь равными между собой, то вы можете поступить следую- 
щим образом. Опустите, как и раньше, перпендикуляр ОС 
на АС и проведите ОН так, чтобы она составила угол ОНА, 
равный углу НАЕ, который я взял, скажем, тупым (фиг. 51). 
Положите ЕВ =а, ВР =6, АН =хи НО = у. В силу по- 
добия треугольников ЕЁ АБ, БНО вы получите, что ВБ: ОН = 


— ВЕ: АБ, т. е. 6:у=а: АВ, так что АВ ==. Вычтите 


АВ из АЙ; разность будет ВН =#—°,. Далее, так как 


все углы треугольника 
РОНС даны, то даны также Е\ 
отношения сторон. Поло- 
жите поэтому, что НО на- 
ходится в каком-либо из- 
вестном отношении к ВС, 
например в отношении 6 
ке. Так как РН —= у, то 


НС =°, и НВХ НС= 


= ив . Наконец, в силу предл. 12 кн. 2 „Начал“, из 
треугольника ВН следует, что ВР? = ВИ? —- РИ? 2ВНХ 


ХС, т. е. 


2 аху а? у? 2 еху 2 аеу? 
2 — д 2 у 2 2 ету __ , 
Ты ТУТ, = 
Извлекая корень, вы найдете, что 


— му +У увы 
Ь 


Х 


7 


и так как 6 больше е, то е? — 6? есть величина отрицатель- 
ная. Поэтому ясно, что кривая есть опять-таки эллипс. 


12 Ньютон. Всеобщая арифметика, 
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Задача ХХХУП 


Внутри данного угла РАВ произвольно проведены прямые 
РР и ВД, находящиеся в данном отношении, с тем условием, 
что ВД всегда параллельна АР, а РО всегда заканчивается 
в данной по положению точке Р прямой АР. Найти гвометри- 
ческое место точек Р (фиг. 52). 

Проведите СР параллельно АВ и ОЕ перпендикулярно АР. 
Положите АР =а, СР =хи СО ==у1, и пусть, далее, отно- 
шение ВДк ОР есть 4 к е. 
Тогда АС или ВО) =а-х 


еа — ех 
и Ро =——. Далее, так 
4 
как угол ОСЁ дан, положим 


отношение СД к СЕ равным 


А' СЕ РВ. 4 к Г, откуда СЕ=# И 


Фиг. 52 у 
ЕР = —^. Так как углы 


при Е прямые, то С? — СЕ? = РЕ? = ОР? — ЕР?, т.е. 
Ру? _ е?’а? — 2ае*х -- е*? __ ВЕ В [2 
ф ф? 4? 


2,2 ” 
Отбросив с обеих сторон по — Е и должным образом упоря- 


дочив члены, вы получите, что 


2]ху | е?а? — 2е?ах —- е?х? — 42? 


12 — 27 ЗОО ООО 
у а д? 7 


а извлекая корень, найдете, что 


__ 2 - У 22а? — 28а - (г — а | р)? 
— Е . 


Поскольку 5 и у восходят в полученном уравнении только 
до двух измерений, то геометрическое место точек Ш) есть 
‚оническое сечение, а именно гипербола, парабола или эллипс 
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в зависимости от того, будет ли е* — 4* -|- р, т. е. коэффициент 
при 27 в этом уравнении, больше нуля, равен нулю или меньше 
нуля."! 


Задача ХХХУ[Ш 


Прямая РЁ, вращающаяся вокруг данного по положению. 
полюса Р, пересекает две данные по положению прямые УЁ 
и УС в точках С и Е, и отрезок СЁ делится в данном отно- 
шений на части СР и РЕ. Найти место точек Б (фиг. 53). 

Проведите УР и параллельно этой прямой РА и ЕВ, пере- 
секающие УС`в Аив В. Положите УР = а, ИА=хи АР = у. 
Так как отношение СО к ОЕ 
дано, то дано также отно те- 
ние СД к СЕ и, следователь- 
но, отношение ДА к ВЕ. По- 
ложите это отношение рав- 
гу 
а. 
Кроме того, поскольку дан 
угол ЕУВ, то дано также -от- 
ношение ЁВкУВ. Положите 


это отношение равным е к }; В 


фи Фиг. 53 
тогла УВ =. Наконец, в 


Е 


9 


ным Я ке, тогда ЕВ == 


че чо се ср скь Ф чнр чт че > 3 — 
чо зао вк чъ чвь ве => > > = со ДЬ «р 3- + = ° < - 


силу подобия треугольников СЕВ, СОРА, СРУ, ЕВ:СВ= 
=ДА: СА =ТР:УС и, сотропепдо, (ЕВ УР): (СВ-УС) = 


— (РА -НУР) : (САУС), т. е. (т — “) Н — (иу-+ а): 2.7? 
Перемножая средние и крайние члены, вы получите 
елу —- ах — }у* -- }ау. 


Так как неопределенные величины х и у восходят в этом 
уравнении только до двух измерений, то кривая ИД, на кото- 
рой всегда лежит точка /), есть коническое сечение, а именно 
гипербола, ибо одна из двух неопределенных величин-х имеет 
12* 
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лишь одно измерение и в члене еху входит умноженная на 
другую неопределенную 9.73 


Задача ХХХ Х 


Из лвух данных по положению точек А и В проведены 
к третьей точке С две прямые АС, ВС, находящиеся между 
собой в каком-либо данном отношении. Найти геометриче- 
ское место точек пересечения С (фиг. 54). 

Проведите прямую АБ и опустите на нее перпендикуляр СЛ. 


Положите АВ =а, АД =хи РС = у; тогда АС=У 27 -- 92, 


Вр =а—х и ВС=У ВР? + ОС? = У? — 2ад На - у. 
Так как отношение АС к 
ВС дано, положим его рав- 
ным 4 ке. Перемножив 
средние и крайние члены, 
вы получите 


узти= 
—= 41? — 2ах а? у? 


и после приведения 


Фиг. 54 Иби" — оа?ах . ь 
у = —д. 
— а? 


"Гак как 21? входит здесь отрицательным и имеет коэффициен- 
том лишь единицу, а угол АДС прямой, то ясно, что кривая, 
на которой лежит точка С, есть круг. Если на прямой АВ 
‘взять точки Ё и ЕЁ так, чтобы 4 :е = АЕ: ВЕ = АЕ: ВЕ, то ЕЕ 
будет диаметром этого круга. 

Обращая эту теорему, вы увидите, что если на продолжен- 
ном диаметре какого-либо круга ЕЁ даны какие-либо две 
точки А и В, для которых АЁ: АЕ = ВЕ: БЕ, и из этих двух 
точек провести к любой точке С окружности прямые АС, ВС, то 
АС к ВС будет находиться в данном отношении Ак БЕ." 
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Задача ХГ, 


Светящаяся точка А отбрасывает лучи на преломляющую 
плоскую поверхность СО. Найти луч АС, преломление кото- 
рого СВ попадет в данную точку В (фиг. 55). 

Опустите из светящейся точки перпендикуляр АД на пре- 
ломляющую плоскость. Допустим, что преломленный луч ВС 
пересечется с продолженной в обе стороны прямой АЛ в точке 
Ё, а опущенный на эту пря- 
мую из точки Б перпендику- 
ляр— в точке Р. Проведите 
ВР и положите АД =а, 
ОВ =6, ВЕ =си ПОС =х. 
Положите, далее, отношение 
синуса падения к синусу пре- 
ломления, или, что то же 
самое, синуса угла САР к 
синусу угла СЕД, равным 4 
ке. ЕСи АС будут, как из- 
вестно, в том же отношении, 


а так как АС = Уа?-, 
то ЕС = ре Уз 22. Кроме того, ЕБ = И ЕС: — (0? = 


212 278 
= УЕ —2и БЕ = у следовательно ЕЁ = 
212 2.2 
—= -Ий-е+ И” а РЕ ал, 1" 22. Наконец, в силу подобия 


треугольников ЕСО, ЕВЕ, ЕО:РС = ЕЕ :ЕВ, а если пере- 
множить значения крайних и средних членов, то 


фа? —- 45? 42а? = а? - 
е? е? 
ИЛИ 
Фа? -|- ах? 
е—)/ а —12° =х и 6 — 2. 
е 


Фиг. 55 
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Возводя в квадрат обе стороны и расположив члены должным 
образом, вы получите 


да — 28 1 (42с* -- 4?а? — е?6?) 2? — 2Фарсх - Файе* 0. 
4? — е* 


Задача ХЫ 


Найти геометрическое место вершин Д треугольника, у 
которого даны основание АВ и разность прилегающих к 
основанию углов РАВ, ОБА (фиг. 56). 
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Фиг. 56 


В случае, когда дан угол при вершине, или, что то же 
самое, дана ‘сумма двух углов`при основании, геометрическое 
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место вершин, как учит нас Эвклид (кн. 3, предл. 29), есть 
окружность. Мы предлагаем найти здесь геометрическое место 
вершин, когда дана разность углов при основании. Допустим, 
что угол ОВА больше угла РАВ, что данная разность их 
есть угол АВЕ и что прямая БЕ пересекает АД в РЕ. Опу- 
стим из точки О перпендикуляры ОЁ на ВЕ и ОС на АВ; 
ОС пересечет ВР в точке С. Положим АВ =а, АС=хи 
СР = у, тогда ВС =а—х. Так как в треугольнике ВСС 


даны все углы, то дано и отношение сторон ВС и СС. 
а? — ат 


Положим его равным 4 к а, тогда СС = . Вычтите из 


ДС или у величину СС, разность будет ре — “ая 


Кроме ‘того, в силу подобия треугольников ВСС, ОСЕ, 
ВС:ВС = ОС: БЕ. Но в треугольнике ВСС мы имеем, что 
а:4 = СС:ВС. Следовательно, а? :4? = 60:В0* и, сотро- 
пепдо, (а? -№ 4?) :4? = ВС?:ВС? и, после извлечения корней, 
У ф:а(= Вс: ВС) = Об: РЕ. Поэтому РЕ — Ча 
Уз - а? 
С другой стороны, так как угол АВЕ есть разность углов 
ВАР и АВД и, значит, углы ВАО и ЕВРО равны, то прямо- 
угольные треугольники ОДАС и ОВЕ подобны и стороны их 
пропорциональны, т. е. ДА: РС = ЭВ:РЕ. Но ШОС ==у, 


рА(= У 4б*-- с’) =Уй-а, 2В(=У рбз-| ВС) = 


— Уз? -| а? —2а5 22, и мы нашли ранее, что 


РЕ у — а* - ах 
уг 2 


Поэтому 


ау — а" - ах 


Ия: МИ 
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Перемножая квадраты крайних и средних членов, мы полу- 
чим 


а? у? — 2алу? —- 27° у? -- у = 
— фа? у? —- 4 у" — 24? ах?у — 2а? 4уз -- 2а4ухз_ 
а? 4? 
++ 2 айху3 2412 -- 9^ у? — 2а3 13 — 2а3 у? -- а? 14 -|- а? 1? у? 
а? -|- 4? 
Умножьте все члены на 4? -|— 4? и расположите произведения 
в должном порядке, тогда получится, что 


4 -- (ева) 18 -|[- (а? — 249) 2? -- (и). 
— 42 у? — 243 — у“ =0. 
Разделите это уравнение на 212 — ах —— ду у? =0 и в част- 
ном будет 2? —- ([ — ") 1 — у? —4у= 0. Таким образом, 
для решения этой задачи получается два уравнения. Первое 


уравнение 
2? — ах Рау у =0 


принадлежит кругу, и им будет геометрическое место точек О 
в случае, когда угол ОВЕ находится с другой стороны от 
прямой ВГ, чем на чертеже, а угол АВЕ равен сумме углов 
ДАВи РВА при основании, так что дан угол АРВ при вершине. 


Второе уравнение 
12 —- [м —) —/ —4у=0 
Ц, 


принадлежит гиперболе, которая и является геометрическим 
местом точек О, когда угол ЕВШО занимает именно то поло- 
жение относительно прямой БЕ, какое указано на чертеже, 
причем угол АВЕ есть разность углов ОАВ и ОБА при 
основании. Вот как определить эту гиперболу: разделите АВ 
пополам в Р, проведите РО, образующую угол ВРО, равный 
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половине угла АВЕ. Через точку Р проведите РА перпен- 
дикулярно к РО. Прямые РО и РА будут асимитотами этой 
гиперболы, а точка В одной из ее точек. 

Отсюда вытекает следующая теорема: Если в прямоуголь- 
ной гиперболе провести какой-либо диаметр АБ и из концов 
этого диаметра провести к каким-либо двум точкам гипербо- 
лы, ри Н, прямые 4, ВР и АН, ВН, то эти прямые об- 
разуют в концах диаметра равные углы РАН, ОБН. 

Более короткое решение. В задаче ХХУ я при- 
вел правило наиболее подходящего выбора членов, служащих 
при. вычислительном решении 
задач, в тех случаях, когда \ 
этот выбор оказывается свя- 
занным с некоторой неопреде- 
ленностью. В настоящей за- 
даче разность углов при осно- 
вании безразлична в отношении 
того или другого из этих уг- 
лов. При построении чертежа 
ее в равной мере можно при- 
бавить к меньшему углу ДАБ, В 
проводя из А прямую, парал- = 
лельную ВЁ, или же вычесть 
из большего угла ОВА, про- 
водя прямую ВЕ. Поэтому Фиг. 57 
я ее не прибавляю и не вы- 
читаю, но прибавляю половину ее к одному из углов и 
вычитаю половину ее из другого. Так как, далее, неясно, 
применять ли в качестве абсциссы, к которой приложена 
ордината ОС, отрезок АС или же отрезок ВС, то я не упо- 
требляю ни того, ни другого. Вместо этого я делю ВА по- 
полам в Р и применяю РС. Или же еще, я провожу МРО, 
образующую с обеих сторон углы АРО, ВРМ, равные каж- 
дый полуразности углов при основании, и поэтому образую- 
щую равные углы ДОР, ОМР с прямыми РА, ОМ (фиг. 57). 


> 


> 
`` = 
> чек о = => => => * 
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Опустив на МО перпендикуляры АЙ, ВМ, ОО, я выбираю 
за ординату ДО, а за абсциссу РО. Таким образом, я пола- 
гаю РО =х, ОО =у, АВ или ВМ =би РВ или РМ = с. 
В силу подобия треугольников ВУММ и РОМ, ВМ:ЛО = 
—= ММ: МО. О1\14деп9до, получим (РО — ВМ) (у— 5): РО (у)= 
— (МО — ММ) (ОМ или ‹—=): МО. Значит, МО = 1. 

у— 
Точно так же из подобия треугольников АВО, РОО имеем: 
АВ: РО=ВО : ООи, сотропепдо, (рО-- АВ) (у-- 5): БО (9) = 
— (001 ОВ) (ОВ или 2-е): 00. Значит, 00. 

у 
Наконец, в силу равенства углов ОМО и РОМ, МО равно 
ОО и, значит, 


су—ху _ су ту | 


у—Ь у--6 
Разделите все на у и помножьте на знаменателей; получится 


су —- 6 — ух — 6х = всу— 66 | ут— фт, 
или же 


сб = ту, 


т. е. особенно известное уравнение гиперболы. 

Впрочем геометрическое место точек р можно было бы 
найти без алгебраического вычисления. В самом деле, мы 
нашли выше, что (РО — ВМ): ОМ = РО:МО (00) = (ро -- 
-- АР): ОВ, т. е. (РО — ВМ) : (РО -Е ВМ) = ОМ: ОВ. Мх- 


ОМ--ОВ ОВ-ОМ 
2 


Чт, мы получим РО: ВМ = (МР): о (ОР), 


и, следовательно, ДОхОР = ВМ№Мх МР. 


Задача ХЬЕП 


Найти геометрическое место вершин треугольников с дан- 
ным основанием при условии, что один из углов при осно- 
вании отличается от удвоенного другого на данный угол. 
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Допустим, что этот треугольник (см. последний чертеж в 
предыдущей задаче) есть АВО, АБ—его основание, разде- 
ленное пополам в точке Р, АРО или ВРМ — третья часть 
данного угла, т. е. треть угла, на который ОБА превосхо- 
дит удвоенный угол РАВ; угол ОМО будет вдвое больше 
угла ДОМ. Опустите на РМ перпендикуляры АА, БМ, РО 
и разделите угол РМО пополам прямой М5, пересекающей 
О в 5. Треугольники ООО, 5ОМ будут подобными и, следо- 
вательно, ОО0:ОМ = ОР: 06 и, ау 4еподо, (00—0ОМ): ОМ = 
= (Ор — 05) :05 = 05: 05 = („Начала“, 6;3) = РМ :0ОМ. 
Значит („Начала“, 5; 9), ОО-—ОМ = ОМ. Положите 
теперь РО =х Ор=у, АЛ или ВМ=6 и РА или 
РМ =с. Как и в предыдущей задаче, вы получите 


— С х 

при этом, что ОМ = =“ и 00 = УЕ у. . Сле- 

| у—6 У 

—_ 2 
довательно, ОО — ОМ = и. С другой стороны. 
у— 
р0? + ОМ? = ОМ?, или 
У 62? — 2сху? -|- 12°? _ 45? с2у? — 8ехуз | 42 
у? — 29 -- 34° — 22 у2-|- 64 


Произведя должные приведения, вы получите в результате 
у“ -|- (с? — 26? — 2сх — 347) у? —- (2622 -- 46ех -- 26?) у-- 
—- 54 — 362 с? — 262 сх -- 6252 = 0. 
Разделив все на у— 6, вы приведете уравнение к виду 
20 -- Зубы 
—- 3652 | 26сх — 61? = 0. 
Таким образом, точка О лежит на кривой третьего измере- 
ния, которая, однако, превращается в гиперболу, если угол 


ВРМ исчезает или обращается в нуль, или, что то же самое, ког- 
да один из углов при основании ОВА вдвое больше другого 
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—— 


РАВ. Действительно, в этом случае ВМ, или В, исчезает, 
и уравнение принимает вид 


у? —= 31 —- 260% — с. 


Из построения этого уравнения вытекает следующая те- 
орема (фиг. 58). Опишите гиперболу ДУ с центром Сис 
асимптотами С5, СТ, образующими угол 5СТ в 120°, и пусть 
полуоси гиперболы бу- 
дут СУ, СА. Продол- 
жите СУ до В так, что- 
бы УВ =УТУС, и из то- 
^) М | чек А и В проведите 

- ---Я4 
__5 4 | какие-либо прямые ВО, 
ВУ С А Ар, пересекающиеся на 
гиперболе. Тогда угол 
ВА будет равен по- 
ловине угла АВЛ и тре- 
ти угла АДЁ, образуе- 

т мого прямой АР с про- 

Фиг. 58 долженной ВО. Сказан- 

ное относится к гипер-' 

боле, проходящей через точку ТУ. Если же из тех же самых 

точек Аи В провести прямые Аа, Ва, пересекающиеся на про- 

тиволежащей гиперболе, проходящей через А,’ то из двух 

внешних углов треугольника на основании тот, который при- 
лежит к Б, будет вдвое больше прилежащего к А. 


Е 
|. 
{ 

] 


Задача ХЫ]П 


Описать круг, проходящий через две данные точки и ка- 
саютщийся данной по положению прямой (фиг. 59). 

Допустим, что данные точки суть А и В, а данная по по- 
ложению прямая ЕЁ и что требуется провести через эти 
точки круг АБЕ, одновременно касающийся прямой ЕР. 
Проведите прямую АВ и разделите пополам ее в точке Ш. 
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В точке О восстановите перпендикуляр ОГ, который пере- 
сечет прямую ЕЁ в точке Г. Центр круга будет лежать где- 
либо на последней проведенной прямой ДЕ, предположим — в 
точке С. Проведите прямую СВ и из точки С' опустите на РЕ 
перпендикуляр СЁ. Е будет точкой касания, а прямые СВ, 
СЕ будут между собой равны, как радиусы искомого круга. 
Так как точки А, В, ) и Е даны, то положите ОВ = а, 
ОЕ = 6$ и для определения центра круга займитесь отыска- 
нием ОС, которую назовите т. Так как угол Ш в треуголь- 
нике СОВ прямой, то ИУ рВ СЛ? или Уа*-Р 1? = СВ. 
Далее, ДЕ — ШС или 6 —х=СРЕ. 
В прямоугольном треугольнике 
СЕЕ все углы даны, и, значит, 


дано также отношение сторон СЕ 
и СЕ. Если положить это отношение 


равным 4 ке, то СЕ =- х СЁ, р 

} 
т. е. СЕ = === . Положите 
прямые СВ и СЕ, как радиусы 
искомого круга, равными друг Е Е 
другу и вы получите уравнение Фиг. 59 


_ фе —ех 
72 аё == м. 
У?- а 
Возведя обе стороны в квадрат и умножив на 4?, вы полу- 
чите 
а? -- 425? = 62е? — 26е?х -|- е?х? 
или 
— 2е2фх — а24? -|- е?6? 
тете, 


4? — е? 


та — 


а извлекая корень, найдете, что 


= ре? -|- АУ ?е? — але? — алар 
—_ 42 — е? ° 
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Таким образом, найдены длина ОС, а значит, и центр С, 
из которого надлежит описать круг, проходящий через точки 
А иВ и касающийся прямой РЕ. 


Задача ХУ 


Описать круг, проходящий через данную точку и каса- 
ющийся двух данных по положению прямых (фиг. 60). 
М.В. Эта задача решается, как и задача ХЬПШ, ибо, 
поскольку дана точка А, то дана также и другая точка ВБ." 
Допустим, что данная точка есть А, две данные по по- 
ложению прямые суть ЕЁ, ЕС и АЕС есть искомый круг, 
касающийся обеих прямых и проходящий через точку А. 
1 Разделите прямой РС пополам 
№ угол ЕЁЕС; центр круга будет 
лежать на этой прямой. До- 
пустив, что центр этого круга 
есть (С, опустите из него на ЕЁ 
и ЕС перпендикуляры СЕ, 
СС ‚тогда Е и С будут точками 
касания. Так как в треуголь- 
никах СЕЁ, ССЁЕ углы при В 
и при’ С прямые, а каждый из 
Фиг. 60 углов при Ё есть половина 
угла ЕЁРС, то все углы этих 
двух треугольников даны, а значит, дано отношение сторон 
СЕи СЕ или СС. Положите ‘это отношение равным 4 к е. 
Если для определения центра искомого круга С положить 


с) 


# 


’ 
’ , 


Р 
т 


СЕ =, то СЁ или СС = -. Опустите, далее, на РС пер- 
пендикуляр АН. Так как точка А дана, то даны будут и 
прямые АЯ и ЕН. Обозначьте эти прямые соответственно а 
и 6. Если из ЕН, или 6, вычесть РС, или х, то разность бу- 
дет СН=6—х. Прибавьте к квадрату этой разности 
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р? — 265% 1? квадрат АН, или 42; тогда, на основании 
предл. 47 кн. 1 „Начал“, сумма а? -- 6? —26х |1? будет 
равна 4С?, ибо, по предположению, угол АНС прямой. При- 
равняйте теперь между собой два радиуса круга АС и СС, 
т. е. сост&вьте равенство между их значениями или между 
их квадратами, и вы получите уравнение 


а | 92 — 265 —- 42 = т. 


Вычтите с обеих сторон по 5? и перемените все знаки, тогда 


2.2 
— 42 — 62 26х = 272 — —, 


Умножьте все на 4? и разделите на 4? — е*, получится 


2 — 2542х — а242 — 62а? 


4? — е? 


Если извлечь корень, то 


4? — АУ Ъ?е? -[ а?е? — а2а? 
мн 


ДТ — 


Таким образом, длина ЕС, а значит, и точка С, центр иско-. 
мого круга, найдены. 
Если из 6 или НЕ вычесть найденное значение х, или 
— Ве? 4 аУ Ь2е? - а?е? — а?а2 
4 — е? 
нение совпадает с тем, которое мы получили в предыдущей 
задаче для определения длины ДОС. 


ЕС, то разность НС = . Это урав- 


Задача ХГУ 


Описать круг, проходящий через две данные точки и ка- 
бающийся другого данного по положению круга (фиг. 61, ср. 
задачу ХХГ.. 

Допустим, что две данные точки суть А и В, ЕК есть 
данный по величине и положению круг, ЁР— его центр, 


192 ПРИВЕДЕНИЕ К УРАВНЕНИЯМ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ВОПРОСОВ 


АВЕ — искомый круг, проходящий через точки А и В и ка- 
сающийся другого круга, и что С есть центр искомого круга. 
Проведите продолженную прямую АВ и опустите на нее 
перпендикуляры СО, ЕС; затем проведите СЁ, которая пере- 
сечет оба круга в точке касания Е. Проведите также парал- 
лельно ОС прямую ЕН, которая пересечет СО в ВН. Проде- 
лав эти построения, положите АД или ОВ =а, РС или 
НЕ =6в, РС =с, ЕЁ (ра- 
диус данного круга) =а и 
РС =х. Тогда СН (== Ср— 
— ЕС)==х—е, СЁ? (=СИ?- 
-- ЕИ?) = 22 — 25-е? -Р 62, 
СВ? (== С0* -- ОВ?) = - 
‚ | 4? и, значит, СВ, или 
СЕ = У2? -Р а?. Прибавьте 
Фиг. 61 к СЕ линию ЕЁ и вы получи- 
тесЕ =а-Г У 1? -1 а?, квад- 
рат чего 4? -|- 24 У а? -| 212 "а? -- г? равен найденному преж- 
де значению того же СЁ?, т. е. 2? — 2сх -Ё с? -- 62. Если от- 
бросить с обеих сторон по 22, то получится, что 


ф —— а? —- 24 = а = о — ах. 
Вычтите еще а? -|- 42, уравнение примет вид 


24У а? -—- 22 == с? 6? — а? — 4? — 255. 


Положите для сокращения с°-- 52 — 4? — 4? =252? и вы 
получите 


24У а? -Ё 12 = 28? — 2ех, 
или 
ау а? | 1? = 2? — сх. 
Возведение обеих сторон в квадрат даст 


42а? —- 4х? == 24 — 2х —|- с?а?. 
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Вычтите с обеих сторон 44а? и с°2*; при этом останется 
425? — с? — 2% — 024? — 20%сх. 


Если разделить еще стороны уравнения на 4? — 62, то вы 
получите 
=“ — 42а? — 22сх 


42 — с? 


® — 


Извлечение неявного корня Хх 73 даст 


— ке -У мт ма рава 


42 — с? 


В — 


Узнав таким образом х, или длину ОС, разделите пря- 
мую АВ пополам в точке ДР и восстановите в этой точке 
— 2% + АУ #4 — а242 1 а2е? 

4? — с? 
тра С опишите круг АБЕ, проходящий через точку А или 


В; этот круг будет касаться другого круга ЕК и пройдет 
через обе точки А и В. Ч. т. с. ?. 


перпендикуляр РС = . Затем из цен- 


Задача ХГУ 


Описать круг, проходящий через данную точку и каса- 
ющийся данного по величине и положению круга, а также 
данной по положению прямой (фиг. 62). 

Допустим, что искомый круг есть ВПО, его центр С, точ- 
ка, через которую он должен пройти, Б, прямая, которой 
он должен коснуться, АД, точка касания О, круг, которого 
он должен коснуться, СЕМ, центр последнего РЁ и его точка 
касания Е. Проведите прямые СВ, СО, СЕ. Прямая СР бу- 
дет перпендикулярна: к АД, а СЁ пересечет оба круга в точ- 
ке касания Ё. Мродолжите СО до 0 так, чтобы РО = ЕЕ, 
и через О проведите ОМ параллельно АР. Наконец, из то- 
чек В и Е опустите на АР и ОМ перпендикуляры ВА, 
ЕМ и из точки С опустите на АВ и ЕМ перпендикуляры СК, СГ.. 
Так как ВС = СР или АК, то ВК = ВА — АК = ВА -_ БС, и 


13 Ньютон. Всеобщая арифметика 
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поэтому ВК? = ВА? — 2ВА х ВС + ВС?. Если из ВС? вычесть 
ВК”, разность даст квадрат СК и, значит, АВ (2ВС — АВ) = 
= СК”; аналогично ЁЕМ(2ЕС — ЕМ) = СТР. Следовательно, 


СТ? 


СК? 7 
2ВС = Е -- АВ и 2РС = -- ЕМ. Если вы вместо 


АВ, СК, ЕМ, КГ и СГ напишете соответственно а, у, 6, с 


2 
и Су, то получите, что В = а и ЕС = 
а 2 
с? — 2су —- у? 1 
— —6. Вы- 
26 т 2 


чтите ВС из ЕС; разность 


будет ЕЕ = ри и 


1 у? 1 
> Ь — РИС а. Если, да- 
лее, вы обозначите точки 
пересечения продолженной. 
ЕМ с прямой АР и кругом 
СЕМ буквами Н, Си Ми 
на продолженной НС возь- 
Фиг. 62 мете НА = АВ, то, посколь- 

ку НМ(=р0 = ЕЁ) =С8, 

вы, прибавив с обеих сторон по ЕН, получите, что ЕМ =СН. 
Значит, АВ— ЕМ(=НВ-— СН) =СА, АВ ЕМ-Е2ЕЁЕ = 


=а—6-Г2ЕЁР = АМ и Таль ЕЕ = ВМ. Но мы 
2 2 2 


ПО ` ОО ” 


и ®) 
у 


2 9 | 42 1 р 4 
нашли ранее, что ЕЁ = “УТРУ Ша. 
2Ь 2 2а 2 


Подставив в предыдущее уравнение это значение ЕЁ, вы по- 


1 8— 2 2 
лучите, что 5 АМ — и Ш. Обозначьте АМ 
= = (92 


через 4 и вы получите 
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Умножьте все члены на а и 6, будет 
аа == ас? — 2асу -— ау? — 6у°. 
Вычитая из обеих сторон по ас? — 2асу, вы получите 
ау? — 6? = аб 4 — ас? -| 2асу, 
а поделив на а— 6, 


2асу ив афф — ас? 
а—6 а-—ь ^ 
Извлечение корня даст 


у = 


ни / аа — а6?4 —- абс 


ау 4—5 


9 — 


------- 


Этот результат мож- 
но написать короче, 
положив с:6 =@:е 
и (а—В:а=е:р 


у=у- д щен 
УРА Х. иг. 63 
Найдя у, или КС, или АО, отложите АБ =] -- ИР К, 
в точке Д восстановите перпендикуляр ОС (= БС) = я 


т АВ и из Центра С опишите радиусом СВ или СО круг 
5 ру 


ВРЕ. Этот круг, пройдя через данную точку В, коснется 
прямой 4) в Ди круга СЕМ в Е. Ч. т. с. 
На основании этого можно также описать круг, каса- 
ющийся двух данных кругов и данной по положению прямой. 
Действительно, пусть данные два круга суть ВТ, 9Т, их 


центры В, ЕЁ, а данная по положению прямая РО (фиг. 63). 
18* 
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Опишите из центра ЁЕ радиусом, равным ЁЕ5 — ВВ, круг 
ЕМ. Из точки В опустите на прямую РО перпендикуляр 
РВ и продолжите его до А так, чтобы РА = ВВ. Через 
точку А параллельно РО проведите АН и опишите круг, 
который, проходя через точку Б, касается прямой АН п 
круга ЁМ. Допустим, что центр описанного нами круга 
есть С. Проведите прямую ВС, которая пересечет круг ТВ 
в А. Из построения ясно, что круг А5$, описанный из того 
же хентра С радиусом СА, будет касаться кругов АТ, БИ 
и прямой РО.80 


Задача ХГУП 


Описать круг, проходящий через данную точку и каса- 
ющийся двух других кругов, данных по величине и положе- 
нию (фиг. 64). 

Допустим, что данная точка есть А, два данных по ве- 
личине и положению круга суть Г/У и АН$, их центры С 
и ВБ, искомый круг 4/1, его центр ДО, а точки касания суть 
Ги Н. Проведите прямые АВ, АС, АР и ОВ. Допустим, что 
продолженная АБ пересекает круг АНъ в точках А иб, а 
продолженная АС пересекает круг Т/У в Т пу. Из точки 
р опустите на АВ перпендикуляр РЁ и на АС перпендику- 
ляр ОР, который пересечет АВ в С, а из точки С опустите 
на АВ перпендикуляр СК. Из треугольника АДВ на основа- 
нии предл. 13 кн. 2 „Начал“ имеем: А? — ОВ? -- АВ? = 
—=2АЕХАВ. Но ШВ = АР- ВВ, следовательно ДВ? = 
= АР? -|- 2АР х ВВ -Р ВВ?. Вычтите это из АД? АРВ? и 


вы получите, что АВ?—2АОХВВ — ВВ? = 2АЕХАВ. Но 


АВ? — ВВ? = (АВР ВВ) Хх (АВ- ВА) = АВХ А5. Следова- 
тельно, АРХ А5 — 2АРХВА =2АЕХАВ и 


АВХА5 —ЗАЕЖАВ оду 
ВВ | 
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Рассуждая подобным же образом, вы получите из тре- 
АТХ АТ—2АСХАЕ 


угольника АДС, что 2АД == ТС . Следователь- 
Но АРХ А5—АВЖХАЕ _ АТХАГ—АСХАЕ И АсхАЕР __ 
ВЕ ТС ТС 
В 2 Т Т 
ЩАТЖАР АНХ Аб, ЗАВХАЕ | р С (: ХАТ __ 
ТС БВ ВА 2АС ТС 
`АВЖА$ 2АВЖАЕ 
Не). Но так как АК: АС = АР: АС, то 


отл еее еее . 
Ко р. 


Фиг. 64 


СТ ГАТЖАТ АВХАБЗ 2АВХАЕ 
де 2" (АТХА  Анха$ | ЗАВХАЕ 


. Если это вычесть 
ТС ВЕ ВЕ ) о т 


АЕЖЗАК, СТ 
А или ————— —_ ТО Аазность 6 е — 
из АЕ Жук, р удет СЕ 
ЕХЗАК | АВХА5 АТЖАГ ЗАВ 
_ ст (АвхаАк | АНХА$ _ АТХАЙ _ЗАВЖАЕ\ ина 
АК СТ ВЕ ТС ВЕ 


СТ АЕЖЗАК АВХАБ 
. — .р РЕ — ее ПААЖИАЮ 
СК:АК =СЕ:ШОЕ, то Е ( —- -- — 
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АТЖАТ 2АВХАЕ 
ео). Отложите на АВ линию АР, относя- 


ТС ВА 
АЕ 
щуюся к АВ, как СТ к ВВ; тогда ЗАРХАЕ _ЗАВХАЕ и, 
СТ ВВ 
2 т 
следовательно, 2РЕХАЕ — 2АВХАЕ __ ЗАК ХАЕ ДЕ — 
СТ ВА СТ 
Г А 2 Ч 
_ ет. о). Восстановите к АВ 
2СК ВИА ТС СТ 
СТ ГАВХА$ АТХАТ\ 
перпендикуляр АО = | и отложите 
риендикуляр 40 = 5 (7 тс / 
Р Ч 
на нем ОО = а АО при этом будет равно ДЕ. 


Проведите прямые ОР, ОДО и СБ; треугольники РОО, СКР 
будут подобными, ибо в них углы при О и при К прямые, а 
стороны пропорциональны (СК: РК = АЕ или ОО: 00). Таким 
образом, углы ООД, КРС равны и, значит, ОД перпендикуляр- 
но к РС. Следовательно, если параллельно РС провести АМ, 
пересекающую ОЛ в №, то угол АМО будет прямой и тре- 
угольники АОМ, РСК будут подобные. Поэтому РС:СК == 


— АО:АМ. А так как АО — СТ о) то 


2СК ВА СТ 

“т [АВХАХ _ АТЖАТ\ Продолжите АМ до М так, 
2РС \ ВВ Ст / 
чтобы ММ = АМ, тогда АД будет равно ДМ и, значит, 
круг пройдет через точку М. 

Точка М, таким образом, дана и поэтому без дальней- 
шего анализа получается следующее решение задачи. 

Отложите на АВ линию АР, которая относится к АБ, 
как СТ к ВА, проведите СР и параллельно ей АМ, взяв 
АМ: и — СТ: РС. Затем при помощи зада- 

ВВ ТС / 

чи ХГУ опишите через точки Аи М круг А/НМ, касающий- 
ся одного из кругов ТЛУ, АН5; этот круг будет касаться 
обоих названных кругов. Ч. т. с. 


На основании этого можно также описать круг, каса- 
ющийся трех кругов, данных по величине ий положению. 
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Допустим, что радиусы данных кругов суть А, В, С, а цен- 
тры Д, Е, РЁ. Из центров Е и Е радиусами, равными соот- 
ветственно ВА, СА, опишите два круга, а также тре- 
тий, касающийся их обоих и проходящий через точку Л. 
Допустим, что радиус третьего круга есть С, а центр его Я. 
Круг, описанный из того же центра Н радиусом С-- А, бу- 
дет, как и требуется, касаться трех данных кругов. 81 


Задача ХГУ] 


К концам нити ДАЕ, которая скользит около закреплен- 
ного гвоздя А, подвешены два веса О и Е, один из которых 
Е скользит по наклонной линии ВС. Найти место веса Е, 
когда оба веса находятся в 
равновесии (фиг. 65). 

Допустите, что задача 
решена и проведите ЕЁ па- 
раллельно АД, взяв ЕР в 
таком отношении к АЕ, в кЗз- 
ком вес Е находится к весу 
р. Из точек .А и Е опустите 
на прямую ВС перпендику- 
ляры АВ, РС. Так как, по 
предположению, веса отно- 
сятся, как'линии АЁ и ЕЁ, 
то выразите эти веса при по- 
мощи названных линий, т.е. 
вес О линией АЁ и вес ЕЁ ли- 
нией ЕЁ. Под действием силы 
собственного веса ЕЁ тело Ё 
устремляется к РК, а под действием наклонной силы ЁС —кС. 
Прямая сила АЁ веса О увлекает то же тело Е к 4, а на- 
клонная сила ВЕ увлекает его к В. Так как веса поддержи- 
вают друг друга в равновесии, то сила, которая увлекает 
зес Ев направлении к В, должна быть равна противоположной 


Фиг. 65 
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силе, под действием которой он устремляется в направ- 
лении к С, т. е. ВЕ должна быть равна ЕС. Цо предполо- 
жению отношение АЕ к ЕЁ дано, а так как угол ЕЁС дан, 
то дано и отношение РЁ к ЕС, которой равна ВЕ. Следова- 
тельно, дано отношение АЁ к ВЕ. Длина АБ также дана, 
а поэтому легко найти треугольник АВЕ и определить 
точку Е. Действительно, положите АВ =а, ВЕ = х, тогда 


АЕ = У а? -1 12. Положите, далее, что АЁ находится к ВЕ 
в данном отношении 4 ке, тогда 


е а? -1 1? = ах. 


Возведя обе стороны уравнения 


в квадрат и проделав приведение, 
вы получите, что 


а?е? — 424? — е?х?, 


или 

ае | 
Уч? — е? 

Таким образом, длина ВЕ, опре- 
деляющая местонахождение веса 
Е, найдена. Ч. т. с. 

Если оба веса опускаются по 
наклонным линиям, то вычисле- 
ние можно провести следующим 
образом. Допустим, что две дан- 
ные по положению наклонные, вдоль которых опускают- 
ся веса ОР и Е, суть СО и ВЕ (фиг. 66). Опустите на 
эти наклонные из неподвижной точки А перпендикуляры: 
АС, АВ п примите, что прямые ЕС и ОН, проходящие в 
местах этих весов перпендикулярно горизонту, пересекают 
названные перпендикуляры в точках С и Н. Сила, понуж- 
дающая опускаться вес ЕЁ по перпендикуляру, т. е. полная 
тяжесть Ё, относится к силе, понуждающей его опускаться 
по наклонной ВЕ, как СЁ к БЕ; а сила, которая понуждает 


ДЖ — 


`- 5х + $ © 
-.--.-.-.-..-.--ъ- - ъ - ФФ + +ф>-**>*->-> 


Фиг. 66 
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его опускаться по наклонной ВЕ, относится к силе, которая 
понуждает его опускаться по линии АЁ, т. е. к силе, с ко- 
торой натягивается нить 4АЁ, как БЕ к АЕ. Ноэтому тя- 
жесть Ё относится к натяжению нити АЕ, как СЕ к АЕ. 
На этом же оснований тяжесть Д относится к натяже- 
нию нити АД, как НО к АО. Положим длину всей нити 
ДА -- АЕ = с, ее часть АЕ =; другая часть ОА будет 


тогда с —х. Прежде всего имеем АЕ? — АВ? —= ВЕ? и АД? — 
— АС? —"РС?. Положим еще АВ =аи АС =; тогда ВЕ = 
=? — аи СР =У 12—21 | с? — 62. Далее, так как 
треугольники ВЕС, СОН даны по виду, то поло- 
жите, что ВЕ: ЕС =]1:Е и что СО:РЫ = |: 8; тогда 


Е НИ 
Еб = ужа? и рН = ЗУ — 2-8. 


Так как СЕ: АЁ == вес ЕЁ: натяжение АЕ и НЛ: АД= 
— вес Д: натяжение АД и эти натяжения равны, то вы 


Ех 
получите, что = натяжению АЕ = натяжению 
> | А 1? — аа 
Ос —ШОх 
АД = 


ь 


|4 о __—бЙ 
у У 2? — 25 -+ 2 — 
Носле приведения это уравнение примет вид 


5% 12 — 2ех | с? — 62 = (Ре — Оу —а?, 
или же 
(22 — 0?) 14 —- (20° _—_ 2296) 3 -- (226? _—__ 2262 __ с? -- 
| 22а?) 12 — 20% ах —- 0%с2а? — 0. 
Если вы хотите получить случай, в котором эту задачу 
можно построить при помощи линейки и циркуля, то поло- 


ВЕ 
жите, что вес Г относится к весу Е, как отношение а 
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Ср 
к отношению тн’ ПРИ этом в = О. Предыдущее уравнение 


В этом случае заменится таким: 


(4? — 6?) 12 — 2а*%сх -Р а? с? = 0, 
откуда 
ас 


афь. 


Задача ХЫХ 


К веревке ДАСВЕ, которая скользит около двух закреп- 
ленных гвоздей А и В, подвешены три веса О, Ё и РЁ, 


Ри Е— на концах веревки и Е — в промежуточной точке С, 
находящейся между гвоздями. Требуется по данным весам и 
положениям гвоздей найти поло- 
жение точки (С, в которой под- 
вешен средний вес так, что все 
веса находятся в равновесии 
(фиг. 67). 

Так как натяжение нити АС 
равно натяжению нити АД, а на- 
тяжение нити БС равно натяже- 
нию нити ВЕ, то натяжения ве- 
ревок, или нитей АС, СВ, СЕ, 
относятся, как веса О, Е, Е. Возь- 
мите части нитей СС, СН, Св 
отношении тех же весов и по- 
Фиг. 67 стройте треугольник СНТ. Про- 

должите [С до пересечения с СН 


в К, тогда СК будет равна КН и СК равна .- СТ, а сле- 


„” 
.-- 


: 
: 
1 
1 
О 
‘ 
: 
' 
3 
3 


довательно, С будет центром тяжести треугольника СН. 
Действительно, проведите через точку С перпендикуляр 
РО к СЕ, а из точек С и Н опустите на РО перпендику- 
ляры СР, НО. Если силу, с которой нить АС благо- 
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даря силе веса Ш увлекает точку С в направлении к 
А, выразить линией СС, то сила, с которой эта нить будет 
увлекать ту же точку в направлении к Р, выразится линией 
РС, а сила, с которой она увлекает ее в направлении к К, 
выразится линией СР. Аналогично, силы, с которыми нить 
ВС благодаря весу ЕЁ увлекает ту же точку С в направле- 
ниях к точкам В, О иК, будут соответственно выражены 
линиями СН, СО и ОН, а сила, с которой нить СЕ благо- 
даря весу Е увлекает точку С в направлении к Ё, будет 
выражена линией (1. Так как точка С поддерживается в 
равновесии равными силами, то сумма тех сил, с которыми 
нити АС, ВС совместно увлекают точку С в направлении 
к К, будет равна противоположной силе, с которой нить СЕ 
увлекает ее в направлении к Е, т. е. сумма СР — НО будет 
равна СГ; а сила, с которой нить АС увлекает точку С в 
направлении к Р, будет равна противоположной силе, с ко- 
торой нить ВС увлекает ее в направлении к 0, т. е. линия 
РС равна СО. Поскольку прямые СР, НО, СК параллель- 
ны, то СК =КН и СК (ие. = = СТ, что и тре- 
бовалось доказать. Таким образом, остается определить тре- 
угольник ССН, у которого даны стороны СС и НС, а также 
линия СК, проведенная из вершины С к середине основа- 
ния. Опустите для этого из вершины С на основание СН 
перпендикуляр СГ,, — это дает 


вст’ _ кр _ 86: СЕ ВЕ: | 
2аН 24а к 


Вместо 2СК напишите СЁ; тогда, отбросив общий делитель 
СН и приведя. члены в порядок, вы получите 2 СК? = 


— 6—2 Е? —- СИ, или же СК -И тс — СЕ "СИ. 


Когда СК или КН будут найдены, даны будут также углы 
ССК, КСН или же РАС, ЕВС. Поэтому проведете из точек 
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А ‘и В прямые АС, ВС так, чтобы получились данные углы 
ДАС и ЕВС; эти прямые АС, ВС пересекутся в искомой 
точке (С. 

Следует заметить, что однородные вопросы не всегда сле- 
дует решать по отдельности — особенно с помощью алгебры. 
А По большей части решение одного та- 

\ кого вопроса позволит вам вывести 
решение и других. Например, так об- 
стоит дело со следующим вопросом. 

Нить АСОВ разделена на данные 
части АС, СО, ОВ: ее концы закреп- 
лены в двух данных по положению 
гвозлях Аи В; в точках деления С и 
р подвешены два веса Е иР. По дан- 
ным весу Ё и положениям точек С 
и ДР требуется найти вес Е (фиг. 68). 

Решение этой задачи можно легко 
получить из решения предыдущей. Про-. 
должите линии АС, ВО до пересечения 
с линиями ОЕ, СЕв С и Н; вес Е 6у- 
дет относиться к весу Ё, как СО к СН. 

Отсюда между прочим видно, как с помощью одних ни- 
тей можно изготовить весы, которые позволяют определить 
вес любого тела Е по данному весу Р. 


Фиг. 68 


Задача Ё 


В колодец падает камень; определить глубину колодца 
по звуку от удара камня о его дно. “? 

Обозначим глубину колодца т. Если падающий камень, 
двигаясь равномерно ускоренно, проходит данное простран- 
ство а за данное время 6, а звук, двигаясь равномерно, про- 
ходит то же данное пространство а за данное время {, то 


у = 
камень опустится на глубину 2 за время 6 и: ‚ азвук, ко 
а 
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торый производит камень при ударе о дно колодца, прой- 


ах 
дет то же пространство х за время — . В самом деле, про- 
а 


странства, пройденные падающими тяжелыми телами, 
относятся, как квадраты времен их падения; или же корни 


квадратные из пройденных пространств, т. е. Ух и Иа, от- 

носятся, как самые времена. А при распространении звука 

пространства х и а относятся, как времена, потребные для 
х 4х 

их прохождения. Сумма этих времен РЕ и есть время, 

протекшее от начала падения камня до возврата звука. Это 

время можно узнать из наблюдения. Положите это время 


равным #, тогда 


2х о 2х 21? 
— ГА — —) 
а а а? 
а приведение даст 
р. 
72 — 2441 -- аб? т — аз , 
42 4? 


Извлекая корень, вы найдете, что 


ад № а? , 
2 а И 
Задача 1. 


Даны шар А, положение стены РЕ и ВО — расстояние 
центра шара ВБ от стены. Центр шара А находится на пер- 
пендикулярной к стене и продолженной за В прямой ВО. 
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Допустим, что шар А равномерно движется в направлении 
к Р в пустом абсолютном пространстве, в котором не дей- 
ствует тяготение, пока не ударяется о другой покоящийся 
шар В, и что шар ВБ после отражения от стены встречается 
с шаром А в данной точке С. Определить массу шара В 


(фиг. 69). 
Е 


Фиг. 69 


Допустим, что скорость шара А до отражения есть а. 
На основании задачи ХИ (стр. 94) его скорость после отра- 


а4 —аБ 
жения будет = и а скорость шара В после отражения 
241 
будет ЕЕ Поэтому скорость шара А будет относиться 
[ 


к скорости шара В, как А— В к 2А. Отложите на СД ве- 
личину 2Р— СН, т. е. диаметру шара Б; тогда эти 
скорости будут относиться, как СС к С&-Р С. В самом 
деле, когда шар А ударится о шар В, точка С на поверх- 
ности шара В будет двигаться по линии АЛ и, прежде чем 
шар Б ударится о стену, пройдет пространство С, а после 
его отражения от стены пройдет пространство #(С; таким 
образом, точка С пройдет все пространство (8 -—- гС в то 
самое время, в какое точка Е шара А пройдет пространство 
СС, так что оба шара смогут вновь встретиться и соуда- 
риться в данной точке (С. Так как промежутки ВС и ВО 
даны, положите БС = т, ВО —- ОС =п и ВС = <; тогда 
СО =т хи Се еб = Ср С — 28 = Вс ВО - 
РС —2СН = п— 4х =п— 3х. Выше вы нашли, что 
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А—В относится к 2А, как скорость шара А к скорости 
шара В, а скорость шара А относится к скорости шара В, 
как СС к Сз-Г С; значит, А — В относится к 2А, как СС 
к СЁ еС, а так как СС=т-т и бе еС =п— 3х, 
то А— В относится к 24, какт Г хкп— 5х. Далее, шар А 
относится к шару В, как куб его радиуса АР к кубу дру- 
гого радиуса СВ. Следовательно, если вы положите радиус 
АЕ = $, эти два шара будут относиться между собой, как $53 
к 23. Таким образом, (5 — 23): 258 (= (А — В):2А) = 
—= (тг х):(п — 351). Составляя произведения крайних и 
средних, вы получите уравнение 


531 — 3535 — плз —- 324 = 2т$3 -- 2535 


и после приведения 


32% — пл — 5535 — $1 — 258т == 0. 


Построение этого уравнения даст полудиаметр х шара В, а 
если дан д, то будет дан и шар В. Ч. т. с.83 

Заметьте, однако, что если точка С лежит с другой сто- 
роны от шара В, то нужно переменить знак величины 2т 


и написать 
35% — плз — 55385 -- $31 2 253т = 0. 


Если бы дан был шар Б, а искомым являлся шар А при 
том же условии, что после отражения оба шара встретятся 
в С, то вопрос был бы легче. В самом деле, в этом случае 
в последнем уравнении данным был бы х, а искомой явля- 
лась бы $. Приводя должным образом уравнение, я бы пе- 
ренес на другую сторону уравнения члены — 5535 Г $31 — 
— 253т, разделил обе стороны на 5х—п -2т и получил, 


ЧТо 
Е 314 — плз 
$ —. 


—_ бд —п т. 


Найти отсюда $ можно путем простого извлечения куби- 
ческого корня. 
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Если бы даны были оба шара и вам нужно было бы 
найти точку С, в которой оба они встретятся после отра- 
жения, то, так как вы ранее имели, что А — В относится к 
2А, как СС к С8-Р зС, то, шуемеп4до и сотропепдо, вы по- 
лучите, что 3А — В относится к А — В, как 
2С5 к искомому расстоянию СС. 


Задача [1 


Два шара А и В соединены тонкой ни- 
тью РО, и шар В подвешен к шару А. 
Предоставьте шару А падать так, что оба 
шара начнут падать вместе вдоль верти- 
кали РО под действием одной лишь силы 
тяжести. Тогда нижний шар ВБ после 
отражения кверху от основания или гори- 
зонтальной плоскости РС встретится с па- 
дающим верхним шаром А в некоторой 
точке Р. Найти, с какой высоты РЕ дол- 
жен падать верхний шар А, чтобы произве- 
сти такое действие, если даны длина нити 
РО и расстояние ОЕ точки Д от основа- 
ния (фиг. 70). 

Допустим, что длина нити РО есть а. 
Отложите на перпендикуляре РОАРЁ от точ- 

Фиг. 70 ки Е кверху РЕ, равную диаметру ОВ ниж- 
него шара, так что в момент, когда нижняя 

точка В этого шара попадет на основание в точку РЁ, его 
верхняя точка О будет занимать положение Е. Пусть ЕБ 
будет расстояние, которое пройдет этот шар при подъеме 
после отражения от основания, прежде чем встретится в 
точке ДР с падающим верхним шаром 4. Так как расстоя- 
ние ОЕ точки ДО от основания и диаметр нижнего шара ЕЁ 
даны, то дана будет также их разность РЕ. Положим 
РЕ =, а высоту АЕ или ОЁ, которую пройдет при паде- 


©! 
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нии нижний шар, прежде чем коснется основания, положим 
равной х, поскольку она неизвестная. Найдя х и прибавив 
к нему ЕЁ и РО, вы получите высоту РЕ, с которой 


должен падать верхний шар, чтобы произвести требуемое 
действие. 


Так как РО=а и ОЕ=х, то РЕ =а--х. Вычтите 
ОЕ или 6 из РЕ, разность будет РО =а-- +—6. Но время 
цадения шара А пропорционально корню из описанного им 
пра падении пространства или же Уа-- х—6, время па- 
дения пругого шара В пропорционально корню из простран- 
ства, оплсанного при его падении, или же Ух, а время подъе- 
ма шара В пропорционально разности Ух и корня из 
пространства, которое он прошел бы, падая лишь из О вр. 
В самом деле, эта разность пропорциональна времени па- 
дения из О в Ё, которое равно времени подъема из Ё вр. 
Разность этих корней есть Ух—Их—6. Таким образом. 
общее время падения и подъема шара В будет пропорцио- 


нально 2 Ух—Ух-—. А так как это время равно време- 
ни падения верхнего шара, то 


Уа-тя—6 =2Ух— Ух. 


Возведя стороны этого уравнения в квадрат, вы получите 


а-я —ф = 5—6 —4У?— вх, 


или 
а = 4—4 У 1? — 6х. 
Приведя это уравнение к виду 
45 — а =4 И 12—65 
и вновь возведя в квадрат стороны, вы найдете, что 
1622 — Зах -|- а? = 1612 — 16фх, 


или 
а* —= Зах — 166х. 


14 Ньютон. Всеобщая арифметика 
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Разделив все на 8а — 166, вы получите, что 


а? 
За— 465. 


— 


Поэтому возьмите {8а — 166): а =а:ти вы будете иметь х 
или ОЁ. Ч. т. с. 

Если по данному ОЁ вам нужно найти длину нити РО 
или а, то это же уравнение 


а* —= Зах — 166х 
после извлечения неявного квадратного корня даст, что 
а = 4х — У 161? — 166х. 


Поэтому, если вы возьмете ОУ средней пропорциональной 
между ОД и ОЕ, то РО =4ЕУ. Действительно, эта сред- 


няя пропорциональная есть Ух (5—6), или 1? — 6х, иесли 
ее вычесть из х или ОЕ, то разность будет ВУ, учетверен- 


ное кратное которой есть 4х —4У 1? —ф, т. е. значе- 
ние а. 

Если по данным величинам ОЁ или х и длине нити РО 
или а требуется найти точку ОД, в которой падающий верх- 
ний шар встретится с нижним, то расстояние ДЁ, или 6, 
этой точки от данной точки В получится из предыдущего 


уравнения 
а? — Зах — 16Ьх 


путем переноса а? и 166% на другие стороны уравнения 
с обратными знаками и деления всего на 165. При этом по- 
лучится — 
8ах — а? 
165 


Возьмите поэтому 16х :(8х —а) =а:6 и вы будете иметь 6, 
или РЕ. 

До сих пор я предполагал, что соединенные тонкой нитью 
шары начинают падать совместно. Допустим, что они не 
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связаны нитью и начинают падать в различное время, так 
что, например, верхний шар А отпускают первым и он 
опускается на пространство РТ, прежде чем начинает па- 
дать второй шар. Требуется по данным расстояниям РТ, 
ОР и РЕ найти высоту, с которой должен быть отпущен 
верхний шар, чтобы он упал на нижний в точке О. Поло- 
жите РО =а, РЕ =6, РТ =с и ОЕ=т; тогда, как и 
ранее, РР = а |- х—6. Времена, в течение которых верх- 
ний шар при падении опишет пространства РГ и ГФ, а 
нижний шар, сперва падая, а затем поднимаясь, опишет 
сумму пространств ОЕ —— ЕР, будут пропорциональны со- 
ответственно \/ РР, УРЬ-УРТ и? У ОЕ — ОБЬ, т. е. 
Ус, Ут —6—Уси 2Ух—Уз-. Но так как про- 
странства ГРи ОЕ-ЁЕ ЕР проходятся одновременно, то послед- 
ние два времени равны. Следовательно, 


Иа-Р&— В — Ус =2Ууз —Уз-Ъ 
п после возведения сторон в квадрат 
ат е—2 Уса —- сд — ве = 44—4Утр—. 


Положите а с=е и 
ведения получится 


4е т 2 Ус са = 4 Уз? —ф, 


а после возведения в квадрат 


а—6 =}, и после должного при- 


е? — Зех | 1622 -- 4} —- 4сх —- (16% — 4е) Ус} сх =. 
— 1652 — 166х. 


Отбросив с обеих сторон 162? и написав т вместо е? | 46], 
`а также п вместо Зе — 166 — 4с, 


приведения найдете 


вы с помощью должного 


(16% — 4) УР сх = пх— т. 
14% 
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Возведя стороны в квадрат, вы получите 
25562 - 256ех3 — 126ее}х — 128сех? | 16се?} --. 16се?х = 
— и24? — 2тпх —- т? 
и, расположив уравнение по порядку, 


256с23 —- (256с} — 128се — п?) х? — 
— (128се] — 16се? — 2тп)х-- 16се? }— т? = 0. 


Построение этого уравнения даст х или ОЕ, 
и если вы к ОЕ прибавите данные расстояния 
РО и ЕР, то получите искомую высоту РЕ. 


Задача ВБИ 


Два покоившиеся шара, верхний шар Аи 
нижний шар Б, начинают падать в различные 
моменты времени; нижний шар начинает па- 
дать в момент, когда верхний уже прошел при 
падении пространство РТ. Найти места о и В, 
которые будут занимать падающие шары, ко- 
гда промежуток или расстояние между ними 
«Хх будет равно данной величине (фиг. 71). 

Так как расстояния РТ, РО и ®у даны, 
назовите первое а, второе 6 и третье с, а про- 
странство Ро, которое описывает падая верхний 
шар, прежде чем попадет в искомое место 
«, обозначьте х. Времена, в течение которых 
| верхний шар опишет пространства РТ, Бо, 
^^. Го и нижний шар — пространство Оу, будут 


Фиг. 74 пропорциональны соответственно /РТ, УРь, 


ИР, —УРТиИО%. Так как шары проходят 
пространства Го и Ох, падая совместно, то последние два 


времени равны, т.е. УРь— ИРТ =) 05. Мы положили 
Ро =хи РТ—а; если кРо прибзвить «у, илис, и из суммы 
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вычесть РО, или 6, то 0х = тс —6. Подетавив эти зна- 
чения, вы получите 


Из — Уа = Из 
и по возведенин обеих сторон уравнения в квадрат 
х-а—2Иах=ж Ре 6. 


Если с обеих сторон отбросить х и расположить уравнение 
по порядку, то вы получите 


! о“) * 
а-ь—е = ЗУ ат. 


После возведения сторон в квадрат, квадрат а 6 —с бу- 
дет равен 445, и этот квадрат, деленный на 4а, будет ра- 
вен х, или же 4а будет относиться к а 6—с, как 
а 6—ск х. Когда х, или Ро, будет найдено, то будет 
дано и искомое место ох верхнего шара. А так как рас- 
стояние между местами известно, то дано будет и место В 
нижнего шара. 

Если вам нужно найти точку, в которой падающий верх- 
ний шар упадет на нижний, то, положив расстояние 
«ху —= 0 или же отбросив с, скажите: 4а относится ка ГВ, 
как а-—Ь кх, или Во; точка ®х и будет искомой. 

Наоборот, пусть эта точка, ® или х, в которой верх- 
ний шар упадет на нижний, дана и пусть вам нужно 
найти место Г, занимавшееся нижней точкой Р верхнего 
падающего шара в момент начала падения нижнего шара. 
Так как 4а относится ка Г 6, кака —- В кх, или, перемножая 
средние и крайние, 

У дах — а? - 2а6 | 6?, 
или, приводя уравнение в должный порядок, 
а? = дал — 2а6 — 6, 
то извлеките квадратный корень и вы получите, что 


а = 22—6—2у2—х. 
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Поэтому возьмите Ух, среднюю пропорциональную между Ро 
и Оо, и от У отложите УТ =УО0; Т и будет искомой точкой. 


В самом деле, Уо = УРьх Оз, т. е. = Их(т —6), или = 


—= У 2*—65; и если из 22—6, или 2Рь—РО, т. е. из 
РО —- 20%, вычесть удвоенное кратное этой величины, то 
останется РО — 270, или РУ —УО, т. е. РТ. 

После падения верхнего шара на нижний движение нижнего 
при их соударении ускоряется, а верхнего замедляется, и 
пусть, наконец, требуется найти места, в которых 
они при падении окажутся на взаимном расстоя- 
нии, равном данной прямой линии. Нрежде всего 
вы должны найзи место, в котором верхний шар 
упадет на нижний. Затем по известным величинам 
шаров и по их скоростям в месте их встречи вам 
нужно будет, так же как в задаче ХИ, найти их 
скорости непосредственно после отражения. После 
этого вам нужно будет найти наивысшие места, 
на которые поднялись бы шары с этими скоро- 
стями, если бы они направлены были кверху. Та- 
ким образом будут найдены пространства, которые 
опишут шары, падая в течение данного времени 
после отражения, а также разность этих про- 
странств. Наоборот, считая известной эту разность, 

вы могли бы аналитическим путем возвратиться к 
Фиг. 72  пространствам, описанным при падении. 

Допустим, нэпример, что верхний шар падает на 
нижний в точке ® и что после отражения скорость верхнего кни- 
зу такова, что, будучи направлена кверху, могла бы заставить 
этот шар подняться на расстояние с, а скорость нижнего шара 
книзу такова, что, будучи направлена кверху, могла бы заста- 
вить нижний шар подняться на расстояние «М (фиг. 72). Тогда 
времена, в течение которых верхний шар, наоборот, опустится 
на пространства Л, №, а нижний шар — на пространства 


Мо, МН, будут соответственно пропорциональны У №», 
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И МС, У Мо, УМН ‚ поэтому времена, за которые верхний 
шар пройдет пространство «С, а нижний — пространство 
®«Н, будут находиться между собой в отношении ИМС— 
—У№ к ИМЕ — У Мо. Положите эти времена равными, тог- 
да ИМС —И№ =УМН-—У Мо; так как, кроме того, дано 
расстояние СН, то положите об -СН =®Н. Приведение 
этих двух уравнений даст решение задачи. Если Мо —= а, 
№ —=6, СН =с и оС = 1, то из последнего уравнения вы 
получите оЯ = х-—-с. Прибавьте Мо, и у вас будет 
МН = а с --х. Прибавьте № к оС и вы будете иметь 


М№Сс = х. Найдя это, вы из первого уравнения получите, 
что 


ИБ — У = Уа Ее =— а. 


Напишите е вместо а си У} вместо Иа — УЪ, тогда урав- 
нение примет вид 


ИЕ Иа, 
а после возведения сторон в квадрат — вид 


Бе =-- {2-Е 


или же 
ев =2уй р. 


Напишите р вместо е -/—6; вы получите тогда 


8 =2Уе] -- 5 
и после возведения сторон в квадрат 
2? = 46} - 4} 


и при помощи приведения 
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—_—__дид 


Задача У 


Даны два шара А и В, верхний из которых А, падая 
с высоты С, ударяется о нижний В, отскакивающий кверху 
от основания Н. При отражении эти шары расходятся, так 
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Фиг. 73 


что шар А в силу этого отражения возвра- 
щается на свою первоначальную высоту С, а 
нижний шар В в то же самое время возвра- 
щается к основанию Я. Затем шар А падает 
снова и вновь ударяется о шар В, вновь 
отскакивающий обратно от основания; и та- 
ким образом пары непрестанно отскакивают 
друг от друга и возвращаются на те же са- 
мые места. По данным величинам шаров, по- 
ложению основания и месту С, из которого 
падает верхний шар, найти место соударения 
обоих шаров (фиг. 73). 

Положим, что е есть центр шара А, { — 
центр шара В, 4 — центр места С, в котором 
шар А находится на наибольшей высоте, $ — 
центр места, в котором шар В падает на 0с- 
нование, а— полудиаметр шара А, 6 — полу- 
диаметр шара В, с — точка касания обоих ша- 
ров при соударении и Н — точка касания 
нижнего шара и основания. Скорость шара 
А в месте его падения на шар В будет та 
же, которая порождается при его падении с 
высоты Де, и, следовательно, будет пропорцио- 
нальна У 4. Для того чтобы шар А вновь 
поднялся на прежнее место С, он должен от- 
разиться с той же скоростью кверху. А для 


того чтобы шар В мог возвратиться к основанию за то же вре- 
мя, в течение которого он от основания поднимался, он должен 
отразиться с той же скоростью книзу, с какой он поднимался. 
Для того же, чтобы имело место и то и другое, количества движе- 
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ния шаров при отражении должны быть равны. Но количества 
движения составляются совместно из скоростей и величин, и, 
следовательно, произведение массы и скорости одного шара бу- 
дет равно произведению массы и скорости другого. Поэтому если 
произведение массы и скорости одного шара разделить на 
массу другого шара, то вы получите скорость этого другого 
как раз перед отражением и после него или же в конце 
подъема и в начале спуска. Следовательно, эта скорость 


А е 
будет пропорциональна ‚ а так как шары относятся, как 


рр аз У 4е 
кубы их радиусов, то она будет пропорциональна ——__. Но 


квадрат этой скорости относится к квадрату скорости шара 
А непосредственно перед отражением, как высота, на которую 
поднялся бы с этой скоростью шар В, если бы ему не поме- 
шала встреча с упавшим на него шаром А, относитея к 
высоте 4е, с которой опустился шар 4. Таким образом, 
4? 

= 4е относится к 4е, или же А* к В?®, или аб к 65, как 
эта первая высота к х, где через х обозначена вторая высо- 
та 4е. Значит, эта высота, т. е. та, на которую поднялся бы 


В, если бы перед ним не встретилось препятствия, есть 
6 


Ь8 
или АН — д —е]} — вН, т.е. р—х, где через р обозначена 


данная величина АН —е}— Н, а х есть неизвестная 4е, и 
а8 

вы получите, что К = ты — р—х. Поэтому если бы шар 

В упал на основание из К, т. е. если бы он прошел про- 


странство Ка, которое описал бы при падении его центр, то 


х. Допустим, что эта высота есть /К. В {К прибавьте [2, 


ах 
скорость его была бы пропорциональна 7 С р-х. Но 
| у 55 | 


этот шар падает на основание из места Вс] в то самое время, 
в какое шар А поднимается из места АСе до его наибольшей 
высоты 4 или же падает из точки 4 к месту Асе. Так как 
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скорости падающих тел увеличиваются за равные времена 
на равные приращения, то скорость шара ВБ при падении на 
основание увеличится на столько же, на сколько скорость, 
которую приобретает шар А, падая за то же время из 4 ве, или 
же которую он теряет, поднимаясь из е в 4. Ноэтому прибавьте 
к скорости, которую имеет шар В в месте Вс], скорость, 
которую имеет шар А в месте „Асе, — эта сумма, пропор- 
циональная | ае -- ге ‚ или же Уре ЧЕ ‚ будет 


скоростью шара Б при падении на основание. значит, 


_ зу т 3 р 
Уз эт Е равен Уз + р—х. Вместо Ши напи- 


‚> 


Р 7 
ите — и вместо во напинтяте —} тогда уравнение 
$ 5 


примет вил 


м 
Вычтите из обеих сторон —, умножьте все на 5° и разде- 
5 


лите на 72-— тЁ тогда 
т —- _ ро ® 
р? — 7$ 


. аз —- 63 
Уравнение это было бы проще, если бы я обозначил ет 


через -^, ибо тогда получилось бы 
5 


32 
Х — —. 
р—@ 
Поэтому, взяв отношение р—ё к $ равным отношению $ к х, 
вы получите х, или её; а если вы к этому прибавите ес, то 
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получите 4, а также точку с, в которой сталкиваются шары. 


Ч. т. с. 


Задача ПУ 


В некотором месте на земле в точках А, Б и С воткнуты 
перпендикулярно к плоскости горизонта {три шеста. Шест 
в точке А имеет шесть футов, шест в В восемнадцать, а шест 
в С восемь. Линия АВ 
имеет длину в тридцать р. 
три фута. В некий день 
года конец тени шеста 
А проходит через точки | 
В и С, конец тени ше- р\К и. 
ста В проходит через А Е". 
и (С, а конец тени шеста 
С проходит через точку м 
А. Найти склонение _\. 
солнца и высоту полюса, ' <— 
или же день и место, 
где произошло сказан- 
ное (фиг. '74). 

Так как тень каждого шеста описывает коническое сечение, 
пли же сечение светящегося конуса, вершина которого совпа- 
дает с верхушкой шеста, то я приму, что ВСЛЕЕ есть именно 
такая кривая (будь то гипербола, парабола или эллипс), опи- 
санная в этот день тенью шеста А. Я приму, далее, что АД, 
АЕ, АЕ суть тени шеста А, а ВС, ВА и СА суть соответ- 
ственно тени шестов В и С. Я предположу еще, что РАО 
есть линия меридиана или ось этой кривой и что ординатами 
ее являются перпендикуляры к оси ВМ, СН, ОК, ЕМ и ЕГ.. 
Эти ординаты я обозначу неопределенным образом 84 бук- 
вой у, а отсекаемые части оси АМ, АН, АК, АМи ДГ я 
обозначу буквьй х. Наконец, я приму, что отношение меж- 


ду х пу (т. е. природа кривой) выражается уравнением 
а? 4 Ьх 4 сх? — 2, 


-=---------щы 


Фиг. 74 
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где величины а?, В, ся оуду считать известными, поскольку 
они будут найдены путем анализа. Неизвестные велачины я 
взял только до двух измерений, ибо уравнение должно вы- 
ражать коническое сечение. Нечетные измерения у я опустил 
потому, что у есть ордината относительно оси. Неопределен- 
ные знаки приф и ся отметил символом +, которым пользуюсь 
безразлично для Ри—; для обратных знаков я применяю 
противоположный символ Т 85. Но при квадрате а? я взял 
положительный знак, так как вогнутая часть кривой обя- 
зательно содержит шест А, отбрасывающий свои тени в про- 
тивоположные стороны (С и Ё, О и Е). Поэтому если вы 
в точке А восстановите перпендикуляр АВ, то он где-либо 
встретит кривую, скажем в В, т. е. ордината у при т, равной 
нулю, будет все же действительной. Отсюда следует, что ее 
квадрат, который в этом случае есть а?, будет положительный. 

Таким образом, очевидно, что принятое нами уравнение 
а? -- бх - ст? = у? не содержит лишних членов и вместе с тем 
содержит их не меньше, чем требуется, чтобы оно могло 
удовлетворить всем условиям этой задачи, и что оно будет 
выражать гиперболу, эллипс или параболу в соответствии 
с тем, как определятся значения а?, 6, с (которые, быть 
может, окажутся и равными нулю). Нижеследующий анализ 
выявит, каковы эти значения и какие знаки будут иметь 
6 иси, значит, какова природа этой кривой. 

Первая часть анализа. ‘Так как тени про- 
порциональны высотам  шестов, то ВС: АД = АВ: АЕ 
(= 18:6) =3:1 и СА:АР == (8:6) =4:3. Обозначим 
АМ =т, ВМ =$, АН =+и НС =-Е 9. Так как треуголь- 
ники АМБ, АМЕ подобны, а также подобны тре- 


угольники АНСи АГИ, то АМ = — >, МЕ =—-. АГ, — — 


—_ 39 
и БЕ =”. Я придал этим величинам знаки, обратные 


знакам АМ, МВ, АН, НС, ибо они направлены в противо- 
положные стороны либо относительно точки А, из которой 
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они проведены, либо относительно оси РО, к которой при- 
ложены. Если в принятое уравнение 4? —- 65 -- с5* — у? вместо 
1 и у соответственно подставить эти значения, то мы получим: 


подставляя Г И $, а? би -- ст? = 82, 
Г 5 __ фг 1 1 
подставляя — — и— —, 228—щ — -— 6 — 92, 
3 3 3 9 9 


подставляя фи-Н9, а ый = $7, 


3 3 _ 3 9 9 
подставляя — — и — 9, ак —  — св = —9°. 
К т Е 4 и А — 46 16 


Если для определения г из первого и второго уравнений 
а? 
= откуда ясно, что-- 6 


исключить $2, то мы найдем, что г = 


положительно. Исключая затем для получения # из третьего 


. ., а? 
и четвертого уравнений 9”, мы найдем, что #& = 3 ° А если 


а2 


подставить в первое уравнение г вместо а в третье # 


а? 
вместо 3 ’ то получится 


За? =. 4а4с _— с 
— м 
И 
\ а? -- ас — 02, 
3 92 


Если затем на СЫ опустить перпендикуляр В», то ВС: АБ 
{—=3:1) = Вл: АК = С^:ОК. И так как В» (= АМ — АН = 


5а? 5а? 


542 
—=л— В) —= то АК —= —, или же = — алее 
) 36 ’ 9 ' 96 д ’ 
&а3 айс р. даАс 
Сл (= СН-ВМ = #5) = —_—_А- за? —— и 
3 = 95 — Ь* 
Ва? айс а? 4а4с 


4 
поэтому АРК (= Ас) —= — — = 
3 27 `` 8162 ^^ 3 962 
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Подставив эти величины соответственно вместо АК и РК, 
или же хи у, в уравнение 


а? --- Ьх -- с2? = У, 


вы чолучите 


Ва? 4 25а4с — 13 24. З7айс +2 / 3 К и“ 324 
9 8152 27 8452 } 27 8162 | 3 — 945 


и после приведения 


— 62=- 4а%е —= +2 У 366 -- 519262 + 4а4е?. 


Возведя обе стороны в квадрат и вновь проделав приведение, 
вы будете иметь 


0 — 14364 +- 196а?6эс, 


1436? 


Ее =— . 
196а? 


Отсюда ясно, что с должно быть отрицательно и, следова- 
тельно, принятое уравнение 


а--бх -- сл? = у 
должно иметь вид 

а? - бх — с? = уг. 
Таким образом, выражаемая им кривая есть эллипс. Центр 
его и обе оси находятся следующим образом. Если положить 


у=0, как это имеет место в вершинах фигуры Р и О, то 
вы получите 


а? Вх = сл? 


и, извлекая корень, 


Ь 
Значит, если взять АЙ = >.» то У будет центром эллипса, а 
С 
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дс? с 


УО, или УР (= и и —|- =) большой полуосью. Далее, 


если в уравнение 


а? —- 6х — сл? = у? 


Ь 
подставить вместо х значение АТ или >.’ То получится 
с 


2 

де 

в уже найденные значения АУ, ГТО, УХ подставить вместо 
435? 


с его значение обоя › то вы найдете, что 
. а, 


Поэтому квадрат малой полуоси И? == а? -- —. Наконец, если 


АИ — 984? о — 8 УЗ и уй — 883. 
1435 И, У! 

Вторая часть 
анализа. Допустим, что 
шест, стоящий в точке А, 
есть АД, что НРО есть 
меридиональная плос- 
кость, а АРДО — светя- 
щийся конус с вершиной 
в А (фиг. 75). Пусть 
далее ГХИ представляет 
собой плоскость, сечение 
которой с горизонтальной плоскостью есть УЙ, а сечение 
с меридиональной плоскостью есть ТУХ, и пусть это сечение 
ТУХ направлено перпендикулярно к оси мира или конуса. 
Плоскость ГХЙ будет перпендикулярна к той же оси и пе- 
ресечет конус по окружности круга ГИХ, которая будет всюду 
на одинаковом расстоянии, вроде ВХ, АХ, ВТ, от вершины 
конуса А. Следовательно, если провести Р5 параллельно ТХ, 
то в силу равенства величин АХ, АТ вы получите А5 = 
—= РА, а в силу равенства величин РУ, УО получите также 
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©Х = ХО, откуда следует, что АХ или АЙ = ие = 


2 
ПР-А 
ие. Проведите, наконец, АУ. Так как Уй пер- 


пендикулярна к плоскости ВРО (ибо есть сечение двух пло- 
скостей, перпендикулярных к этой плоскости), то треугольник 
ВУ7 прямоугольный при У. 

Положив ВА =а4, АГ=е, УР или УО =ги ТУ7Й ==, вы 


получите, что АР =} —еи АР = ИР — 2е/— е-- 42. Далее, 
АО = 1 теи ВО =УР- 2]е-Ре? -1 47. Следовательно, В7 = 
ВРЕ ВО УР фе УР ее 68-1 4 


—= о о ———ыМр о ‚ ввад- 


рат чего ть -г -. ИЕ -— 2еР её 242р -| 2422 4 
равен (ВУ? -Р У7? = ВА?- АТ? -1- У7? =) 42-1 е?-1- в, Про- 
изведя приведения, вы получите 

ИЕ — 2-е | 2а:р | 24?е? -- 44 = 4? | 2? — Р-Н 9, 
а возведя стороны в квадрат и проделав приведения, 


4? = 422? 1 е?о? — 2? -|- 24, 


или же 


фр — 42 её — Р-| в. 


2 
5 


Наконец, если вместо 4, е, { и © подставить соответственно 6, 


9842  1122У3З и 8аУЗ (значения АА, ДУ, УО и 11), то 


1АЗЬ ° 4АЗЬ У 143 
получится 
4 242 36х14 14а? 
6 1964 и — х 4х 14а 
’ 14362 143 14367 


и после приведения 
&9а4 -|- 36 х 49а? — р. 
43а? -- 1237 
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На фиг. 74 АМ? - ВМ? = АВ?, т. е. 1? -Р 52 = 332. Но 


б о —_ 2а2 2 3 р Вайс . 

уже было найдено, что т=-- из = 38а — = ; Поэтому 

о да 1436 о Ва? 

у? = и (если вместо с подставить ——— | 52 = —. Значит, 
|, 19ба? 49 

4 Ва? с 49а4 
ва — = 33? и после приведения < р. Запи- 
2 49 53361 — 4а? 


сав равенство между обоими значениями 6? и разделив обе 
стороны уравнения на 49, вы получите 


а* -- 3642 _ ла^ 
58а? -|- 1287 53361 — ва? ° 


а перемножив стороны накрест, расположив все по порядку 
и 
и разделив на 49, вы найдете, что 


4а^ —= 9814? - 39204. 
Корень этого уравнения 


‚ 
42? — Е — 280, 2254144. 


Выше было найдено, что 


4 Х 4924 
53361 — да? 


— 5 
= 0°, 


ИЛИ 
14а? 


У 58861 — даё 


‚ а УБР, или 


98а? 7У 53361 — да? 
Поэтому АУ ы есть 2У 53361 — 4 


14ЗЬ 143 
1122 У 3 8 У 160033 — 12а? 
О |-—— |, ель ———_—. Подставив вместо а® 
135 143 


число 280,2254144 и выражая члены в десятичных дробях, 
вы получите, что АУ = 11,188297, а УР или УО == 22,1471085. 
Следовательно, АР (=УР — АУТ) = 10,958788 и АО (= Ау 
—-УО) = 33,335382. 


15 ньютон. Всеобщая арифметика. 
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и и 
Наконец, если принять за радиус с АВ или 1, то Е АО, 


или 5,555897, будет тангенсом угла АВО в 79° 47' 48", а 
= АР, или 1,826465, будет тангенсом угла ААРв 615 17' 57". 


Полусумма этих углов 70° 32’ 52" есть дополнение к скло- 
нению солнца, а их полуразность 9° 14' 56'’ есть дополнение 
к широте места. Таким образом, искомое склонение солнца 
было 19° 27' 8", а широта места — 805 45' 4''.86 


Задача ГУ! 


Комета движется по небу равномерно и прямолинейно. 
Определить — в согласии с гипотезой Коперника — ее рас- 
стояние от земли, направление и скорость ее движения по 
ее четырем положениям, известным из наблюдения (фиг. 76). 


Фиг. 76 


Из местоположений центра кометы при четырех наблюцще- 
ниях опустите по перпендикуляру нз плоскость эклиптики; 
пусть основания этих перпендикуляров на этой плоскости 
суть А, Б, С, О. Проведите через эти точки прямую АД. 
Эта прямая и линия, которую описывает при своем движении 
комета, будут разделены перпендикулярами в одинаковом 
отношении, так что АВ будет относиться к АС, как время 
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между первым и вторым наблюдениями ко времени между первым 
и третьим, а АВ к АЛ, как время между первым и вторым 
наблюдениями ко времени между первым и четвертым. Таким 
образом, наблюдения дают нам отношения между линиями 
АВ, АС, АР. 

Положим далее, что место солнца на той же плоскости 
эклиптики есть 5, дуга эклиптики, по которой движется 
земля, ЕН, а четыре места, в которых находилась земля во 
времена каждого из наблюдений, Е, Е, С, Н; Е — первое 
место, Р — второе, С — третье и Н — четвертое. Проведите АА, 
ВЕ, СС, ОН и продолжите их до пересечения трех последних 
с первой в Г, К иГ, а именно ВЕ в Г, ССв Ки ОН в Г. 
Углы А/В, АКС, АГО будут разностями наблюденных долгот 
кометы; 41ВБ — разностью долгот для первого и второго 
местоположений кометы, АКС — разностью долгот для первого 
и третьего местоположений, а АГ) — разностью долгот для 
первого и четвертого местоположений. Таким образом, углы 
АТВ, АКС, АГО известны из наблюдений. 

Проведите 5Е, $Р, ЕЕ. Так как точки 5, Е, Е даны 
и дан угол ЕоК, то угол ЗЕЕ также будет дан. Равным 
образом дан угол 5ЁА, который является разностью долготы 
кометы и солнца во время первого наблюдения; а если вы 
прибавите его дополнение до двух прямых, т. е. угол $Е1Т 
к углу 5ЕЁ, то будет дан угол 1ЕЁ. Значит, в треуголь- 
нике /ЁЁ даны углы и сторона ЕЁ, и, следовательно, дана 
сторона /Ё. В силу аналогичного рассуждения будут даны 
также КЁ и ГЕ. Таким образом, четыре линии АГ, ВТ, СК, 
ОГ, даны по положению и, значит, задача сводится к сле- 
дующей: даны по положению четыре прямые, найти пятую, 
которая делится этими четырьмя в данном отношении. 

Если опустить на АГ пернендикуляры ВМ, СМ, ПО, то 
будет дано отношение ВМ к МГ, так как угол А1В дан. 
Далее, ВМ находится к СМ в данном отношении БА к СА, 
и так как угол СКМ дан, то дано и отношение СМ к КМ. 
Таким образом, дано также отношение ВМ к КМ, а значит,. 


15* 
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—. 


и отношение ВМ к М!— КМ, т.е. к ММ №" ({ЖК. Положите, 
что Р относится к /К, как АВ к ВС; так как МА находится 
в том же отношении к ММ, то в том же, т. е. в данном, 
отношении будет Р -- МА к [К —- ММ. Значит, дано отно- 
шение ВМ к Р-- МА. Если взять О в отношении к ЦП, 
равном отношению АВ к ВО, то в силу аналогичного рас- 
суждения будет дано отношение ВМ к О -- МА, а следова- 
тельно, будет также дано' отношение ВМ к разности Р -|- МА 
и О-|- МА. Но эта разность, т. е. РО или О —Р дана 
и, значит, дана ВМ. А раз дана ВМ, то даны будут также 
Р -- МА и МГ а затем МА, МЕ, АЕ и угол ЕАВ. 

Найдя эти величины, восстановите в точке А перпендику- 
ляр к плоскости эклиптики, отношение которого к линии ЁА 
равно отношению тангенса широты кометы к радиусу при 
первом наблюдении. Конец этого перпендикуляра представит 
собой место центра кометы при первом наблюдении. Значит, 
будет дано расстояние кометы от земли во время этого на- 
блюдения. Если вы также восстановите в точке ВБ перпендику- 
ляр, отношение которого к линии ВЕ равно отношению тангенса 
широты кометы к радиусу при втором наблюдении, то вы 
получите место центра кометы при втором наблюдении. „Ли- 
ния, проведенная из первого места ко второму, представляет 
собой путь, по которому движется комета по небу. 


Задача 1.\УП 


Данный угол СА вращается вокруг данной по положе- 
нию вершины А, а данный угол СВО — вокруг также дан- 
ной по положению вершины В, при условий, что стороны АД, 
ВЛ всегда пересекаются на данной по положению прямой ВР. 
Найти кривую, которую описывает С — точка пересечения 
двух других сторон АС, ВС (фиг. 77. 

Продолжите СА до 4, так чтобы было А4=АД, продол- 
жите также СБ до 5, так чтобы было Вр ==ВБ8. Возьмите угол 
А4е равным углу АЛЕ, а угол В5| равным углу ВОЕ ч 
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продолжите в обе стороны АВ до пересечения с де веис 5] 
в }. Продолжите также её до С, так чтобы было аб =5р а 
из точки С проведите к АБ линию СН параллельно её и СК 
параллельно 5. Если представить себе, что линии еб, }5 
остаются неподвижными, когда углы САД, СВО движутся 
вокруг полюсов А и Б согласно предписанному закону, то 
С4 всегда будет равно ]8 и вид треугольника СИК будет 
дан. Положите по- 
этому Ае =а, еб =6, 
В} = с, АВ =т, 
ВК=х и СК=У. 
Тогда ВК: СК == 
— В}:6] и, значит, 


— `9 

8 ==" —=04. Вычти- Е—” к 
те это из Се, оста- 
нется ей =6 —* , м 

т Фиг. 77 
Так как вид треуголь- 
ника САН дан, положите СК:СН==4:е и СН:НК=е: | 
тогда СН =“ И НК—№, а значит, АН =т— д — в . 
Кроме того, АН:НС==Ае:еа, т. е. (т—в— == 
—а: | —*). Поэтому, перемножая крайние и средние, вы 
получите 


ть — < — 6х -- су — ву - слу"  аеу 
т а ах а 


Умножьте все члены на 4х, затем расположите по порядку; 
получится | 


реу? -|- (4 — ве — Бр ух — дасту — 642? - Батх=0. 


Так как неизвестные величины хи у восходят здесь лишь 
до двух измерений, то ясно, что кривая, которую описывает 
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—————_—_——Аы————/——/Ч/———— 


ае — 6} — 4 
точка С, есть коническое сечение. Положите ето, 
С 
и вы получите 


2 _2Р. 
М ть 


и, извлекая квадратный корень, 


рх ат р? Бах" ратх Фатх фт: 
у Е -- - -- в — = 


} 2} | Г } 1 ар 
Из этого мы заключаем, что кривая является гиперболой, 


если ел положительно или же отрицательно и меньше, чем 
С 


2 .. Ьа 
, —. Она будет параболой, если —- отрицательно и равно 
м С 
2 ра 
—, и кругом или эллипсом, если р отрицательно и боль- 
р“ ( 


р 
ше, чем т Ч. т. н.99 


Задача ГУП 


Описать параболу, проходящую через четыре данные точ- 
ки (фиг. 78). 

Допустим, что эти данные точки суть А, В, С, О. Про- 
ведите АВ и разделите ее пополам в Е. Через Ё проведите 
прямую ЁУ и примите ее за диаметр параболы, причем 
точка У будет вершиной. Проведите АС и параллельно АВ 
проведите ДС, которая пересечет АС в С. Положите АВ—а, 
АС=ф, АС=си Ср=—а. На АС возьмите АР произвольной 
длины; через Р проведите РО параллельно АВ и, предполо- 
жив, что (© есть точка параболы, положите АР=х и РО=у. 
Затем возьмите какое-нибудь уравнение параболы, определяю- 
щее отношение между АР и РО, например уравнение 


у=е-- ВУ #2. 
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Если положить АР или х=0, точка Р попадет в АиРО, 
или у, будет=0, а также = —АВ. Написав в принятом 


уравнении 0 вместо 1, вы получите, что 

у=е-Е У =?, т. е. уже в. 
Большее из этих двух значений у, т.е. е-|- ==0, а мень- 
шее е— = — АВ=—а. Следовательно, е=— в, а е— в, 


1 
т. е. — 26=— 4, ИЛИ ==> а. Таким образом, вместо при- 


нятого уравнения вы получите сле- 
дующее: И 
у к 


1 НИИ 
у=—^—> НР речь 


Далее, если взять АР или х= АС, 
так что точка Р попадет в С, то вы 
опять получите, что РО=0. На- 
пишите поэтому в последнем уравне- 
‚нии АС или 6 вместо х, а вместо у В 
напишите 0. У вас тогда будет 


а АН 


о чье т’ аа 


` 
"- 
-.- 
- 
-. 


а по возведении сторон в квадрат 
— а —- р6?=6, или Рб — {а=#. 


Таким образом, вместо принятого уравнения будет такое: 
1 1 
у=— а -- РИ те Рох — ах. 


Далее, если взять АР, или х= АС, или с, то РО, или 
у—=—<@Ср=— 4. Напишите поэтому в последнем уравнении с 
вместо х и — 4 вместо у и вы получите, что 
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—4=— а а? —- бе — }ае, 


или 
та—а— о -- бе — рае, 
а воззедя стороны в квадрат, 
— а — фас -|- 4? | 24} — #Р= [бе — фас. 


Нриведя и расположив уравнение по порядку, вы будете 
иметь 


= — р 4? — а4 


С ве — с? 


Вместо 6 —с, т.е. СС, напишите А; это уравнение примет 
тогда вид 


м. 


Извлечение корня даст, что 


9+ И ФК — вак. 
СЁ? 


Когда вы определите таким образом }, уравнение 
уоаен -Ре— 


будет полностью определено, а при помощи его построения 
будет также определена и парабола. 

Построение таково: параллельно ВД проведите СН, пере- 
секающую ШОС в Н. Возьмите среднюю пропорциональную ОК 
между ОС и ОН и параллельно СК проведите ЕТ, деля- 
щую АВ пополам в Е и встречающую ОС в Г. Затем про- 
должите [Е до У так, чтобы ЕТ: Е1==ЕВ?: (РР — ЕВ?), 


ВЕ” . 
тогда У будет вершиной, УЕ диаметром, а Е прямой 


стороной искомой параболы.9° 
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Задача [СХ 


Описать коническое сечение, проходящее через пять дан- 
ных точек (фиг. 79). 


Допустим, что эти точки суть 4, В, С, О, Е. Проведите 
АС, ВЕ, которые взаимно пересекутся в Н. Параллельно 
ВЕ проведите ОТ, которая встретит АС в Г, а параллельно 
АС проведите ЕК, которая встретит продолженную О[ в К. 
Продолжите /[) до РЕ и ЕК до Стак, чтобы АН ХНС:ВНХ 
ХНЕ = АХ [С : ЕЁ Х Ф= ЕК ХКС:ЕК Х КР." При 
этом, как известно, точки Ри С бу- 
дут принадлежать коническому сече- 
нию.9? 

Вы должны, однако, иметь в виду, . 
что в зависимости от того, окажется --” 
ли точка Н между точками А, СиВ, Е 
или вне их, точка Г должна попасть “ 
либо между точками А, С и р, Ё, и 
либо вне их, а точка К — между точ- 
ками О, Ги, С или же вне их. Но  \ 
если точка Н окажется между двумя / |” \ 
точками А, С и вне двух других 
В, Е или же между этими двумя ВБ, 
Е и вне двух других А, С, то точка 
Г должна будет попасть между двумя Фиг. 79 
из точек А, С и РЁ, Р и вне двух дру- 
гих из них и точно так же точка КА должна будет попасть 
между двумя из точек ДО, ГиЕ, Си вне двух других из 
них. Это произойдет, если взять [Ё, КС с той или с другой 
стороны от точек Г[, Ё, смотря по условиям 'задачи. Найдя 
точки ГР и С, разделите АС и ЕС пополам вМиОи ВЕи 
ЕрвГи М. Проведите МО, ЁМ, которые взаимно пересе- 
кутся в В; СГМ и №О будут диаметрами конического сече- 
ния, точка В его центром, а БГ, ЕМ ординатамик диаметру 
ГМ. Продолжите, если понадобится, [М в обе стороны до 
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Р и О так, чтобы было В[?: ЕМ*=РЕЖГО : РМ Х МО; 
точки Ри О будут вершинами конического сечения, а РО его 
поперечной стороной. Возьмите РЁХГО :1.В* =РО:Т, 
и Г будет прямой стороной. Поскольку все это известно, из- 
вестна и фигура. 

Нам остается лишь показать, как продолжить Г, М в обе 
стороны до Ри О, чтобы ВГ? могла : Е М*=РГХГО:РМХ 
Хх МО. Прежде всего, РГ ЖХГО есть (РА—ГВ)ХРЕ ГВ), 
ибо РГ, есть РА — ВГ и Г.О есть ВО -Г ВЕ, или РВ -Г ВГ. 
Далее, (РА — АГ) Х(РВ —- АГ) при умножении преобразует- 
ся в РА? — 8/2. Точно так же РМ Х МО есть(РВ + ВМ)х 
х(РВ— ВМ) или РЕ? — ВМ?. Следовательно, В? : ЕМ?= 
— (РВ? — В12): (РВ?—ВМ?) и, а1у!9етяо, (ВГ? — ЕМ?): 
: М?—=(ВМ?*— ВВГ»: (РВ*— ВМ?). Так как В? — ЕМ?, 
РЕМ? и ВМ? — В[? даны, то дана будет и РЕ — ВМ?. При- 
бавьте данную величину АМ, тогда дана будет сумма РА? 
и, следовательно, ее корень, которому равна ОЙ.*, 


Задача 1Х 


Описать коническое сечение, проходящее через четыре 
данные точки и в одной из этих точек касающееся данной 
по положению прямой (фиг. 80). 

Допустим, что четыре данные точки суть А, Б, С, Л, а 
данная по положению прямая — АЁ и что коническое сече- 
ние касается ее в точке А. Соедините какие-либо две из 
точек, например Л, С, и пусть продолженная, если понадо- 
бится, ОС встречает касательную прямую в Е. Через четвер- 
тую точку В параллельно ДС проведите БЕ, которая встре- 
тит ту же касательную в РГР. Проведите также параллельно 
касательной линию ОГ, которая встречает ВЕ в Г. На про- 
долженных, если понадобится, прямых ЕВ, ОТ возьмите РС, 
НТ такой длины, чтобы могло быть АР? : СЕХ ЕВ = 
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— Ад? : ВЕх Ес =р1 ХМ = ВХ С. Точки Си Н будут, как 
известно, принадлежать коническому сечению, если только 


вы возьмете РС, 1ШН с подходя- 


щей стороны от точек [Г и Г, ф|-------- } ---—--- Ко 
согласно правилу, указанному в в ; 
предыдущей задаче. Разделите ; 

Вс, РС, ОН пополам в К, Ги ИК 

М. Проведите АГ, МА, которые ее И м ; 
взаимно пересекаются в О, и О , 

будет центром, А вершиной и НМ : 
ординатой к полудиаметру А0. Ё ик ОА 
Поскольку все это известно, из- 

вестна и фигура.96 ФИГ. 80. 


Задача ЕХ[ 


Описать коническое сечение, проходящее через три дан- 
ные точки и касающееся в двух из этих точек заданных 


по положению прямых (фиг. 81). 
Допустим, что данные 


точки суть А, ВБ, С, каса- 
тельныев точках А и В суть 
АР и БД и что пересечение 
этих касательных есть ДО. 
| Разделите АВ пополам в 
точке Ё и проведите ДА, ко- 
В торую продолжите до ее 
встречи в Ё с прямой СЁ, 
проведенной параллельно 
АВ. ОЕ будет диаметром, а 
АЕ и СЕ ординатами к этому диаметру. Продолжите БГ до 
О и на ДО возьмите ОГ равной средней пропорциональной 
между ДО и ЕО, с тем условием, чтобы АЕ? : СЕ? =УЕХ 
х (О - ОБ):УЕ Хх (О - ОК); тогда У будет вершиной, а0 


центром фигуры. Носкольку все это будет известно, известна 


= 5 


да зоны лы ыы чаь ее 


5) 
| 
| 
| 
| 
1 
| 
= 
ыа +. 
®) 


Фиг. 81 
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будет и фигура. Но УЕ=уУО— ОЕ и, следовательно, 
УЕХ (УО — ОЕ)=(УО— ОЕ) Х (70 + ОЕ)=Т0*— ОЕ?. Кро- 
ме того, так как ИО есть средняя пропорциональная между 
РО и ЕО, то У70*=РрОХОЕ и, значит, 70? — ОЕ?=рОХ 
ХОЕ— ОЕ*=ШРЕХ ЕО. При помощи такого же рассуждения 
вы найдете, что УЁХ (О -- ОР) =У0*— ОЕ?=рО ХОЕ— ОЕ? 
и, значит, АЕ?: СЕ*?=ДЕХ ЕО: (рОхХОЕ-— ОЕ?). Кроме 
того, ОЕ?—=Е0?—2ЕЕХ ЕО -- ЕЕ?. Поэтому РОХОЕ— 
— ОР*=РоОхХоОЕ — ОЕ? —- 2ЕЕ Х ЕО — ЕЕ*=РЕЖЕО 
--2РЕ Х ЕО — ЕЕ? и АЕ?: СЕ*= РЕХ ЕО:(РЕХ ЕО 


+ 2РЕХ ЕО — РЕ?)=РЕ: |рЕ + 2РЕ— = г.) Таким обра- 


т ра 
зом, РЕ--2ЕР—^- > дана. Вычтите из этой данной вели- 


РЕ? 
чины ДЕ -- 2РЕ, останется данная величина 0" Обозначьте 


уу) 
ее №, тогда ^^ =ЕО и, значит, будет дана ЕО. А раз да- 


на ЕО, то дана также и УО — средняя пропорциональная 
между РО и ЕО." 

Таким путем при помощи некоторых’ теорем Аполлония 
можно довольно быстро решить эти задачи. Но они могут 
быть решены и без этих теорем, при помощи одной алгебры. 
Допустим, что предложена первая из трех последних задач, 
в которой требуется провести коническое сечение через пять 
данных точек А, В, С, О, Е (фиг. 82). Соедините какие-нибудь 
две из этих точек, скажем А и С, и затем какие-либо две дру- 
гие, Ви Е, прямыми, пересекающимися в Н. Параллельно 
БЕ проведите ОТ, встречающую АС в Г, а также какую-либо 
другую прямую КГ, встречающую АС в К и коническое се- 
чение в Г,. Предположите, что коническое сечение дано, так 
что если точка К будет известна, то одновременно известна 
будет и точка Ё. Положите АК=х и КГ=у и, чтобы вы- 
разить отношение между х и у, возьмите уравнение, общим 
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образом характеризующее конические сечения, скажем урав- 


нение 
а—- 6х —- сл? -- ау еху -- у?=0. 

Здесь а, В, с, 4, е обозначают определенные величины вме- 

сте с их знаками, а х и у— величины неопределенные. Если 

мы сможем найти определенные величины а, 6, с, 4, е, кони- 

ческое сечение будет из- В 

вестно. Представим себе ли ЧИ 

для этого, что точка С, по- „ р , `. 

следовательно попадает в АИ т 

точки 4, С, В, Е, О, и { и К и \ 

посмотрим, что из этого и / , 

следует. Если Ё, попадает п, , / 

в А, то АКи БЕГ, т. е. х А , .. 

и у, будут равны 0; тог- | и. ...- - 

да все члены уравнения, С 

кроме а, уничтожатся и | 

останется а=0. Значит, в !, 

этом уравнении а следует и 

откинуть, а остальные чле- Р’ 

ны 6х -|- с? | ду -- еху-- 

—- у? будут=0. Если, да- 

лее, Г, попадает в С, то АК или х=АСи ГК или у==0. По- 

ложите поэтому АС=}; подставив ] вместо хи 0 вместо у в 

уравнение кривой 


Ьх —- сх? -- ду -Р еху -- у*=0, 


вы приведете его к виду 


5} -Е сР=0, 


Фиг. 82 


или же 
р —=— с]. 

Если в этом уравнений написать — с] вместо 6, то оно при- 

мет вид 


— е]х -[- с1? | ду-Реху —— у?=0. 
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Если, далее, точка Г, попадет в точку В, то АК или т=АН 
и АГ, или у=БВН. Положите поэтому АН=е и ВН=йи 
напишите затем в уравнении © вместо х и Й вместо у; тогда 
уравнение — с] х -|+ с1* и т. д. примет вид 


— се | се? -- ай -- евй — #*=0. 


Но если точка Г, попадает в Е, то АК=АН, или х=, и 
КТ, или у=НЕ. Поэтому вместо НЕ напишите —А с отри- 
цательным знаком, ибо НЕ лежит с противоположной сто- 
роны от линии 4С; и если подставить © вместо хи —А 
вместо у, то уравнение — с/х -Ё сл? и т. д. примет вид 


— ее |+ с? — а — езй -- Е? =0. 


Вычтите это из предыдущего уравнения — с] —- с5* —- ай -|- 
—- еей — #2 и останется 


ай—- есв —- #2 - а езЁ — #*=0. 
Разделите это на й-- , получится 
а-—- ее -- # — #&=0. 
Умножьте это на Й и произведение вычтите из 


— са | се? Гай - евй —|- 1? =0, 


останется ' 
— сре -|- с? —- = 0, 
или 
__ ПК 


Наконец, если точка 1], попадет в точку О, то АК или 
х—=АГи КГ или у=1Ш. Напишите поэтому т вместо А1 


и п вместо 1) и подставьте также т и п вместо хи у; 
тогда уравнение — с]х | сл? и т. д. примет вид 


— ст -- ст? -2 дп —- етп —- п?=0. 
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Разделите это на и и вы получите 


| ет по. 


п 


Вычтите 4 -- ег |- #й —А==0, останется 


РР ет ов п Р-- А=0, 


п 


ИЛИ 
вт?— вт 


+ п—- #=ер — ет. 


Но так как точки А, В, С, О, Е даны, то даны АС, АН, 

АТ, ВН, ЕН, БОТ, т. е. р в, т, й, Ё, п. Значит, уравнение 
Г 

8 — = 


С — 


дает с. А если дано с, то уравнение 


ст?— ст 
т | р фер — ет 
п, 
даст ее ет. Разделите эту данную величину на также 


данную величину 2 — т и вы получите е как данную. После 
того как это найдено, уравнение 


а-- ее -- #й—А=0, или Ч=—й — ев 


даст 4. Раз известны эти величины, то вместе с тем опреде- 
ляется уравнение 


сх = са? - ау -- ежу -[ ур, 


выражающее искомое коническое сечение. А при помощи’ 


метода Декарта по этому уравнению определяется и кони- 
ческое сечение.38 


Если даны четыре точки А, В, С, Е и положение пря- 
мой АР, касающейся конического сечения в одной из этих 
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точек 4, коническое сечение можно определить легче сле- 
дующим образом. Найдя, как и выше, уравнения 


сх = са? -- ду -- ету | у?, 
ф4=Е—й— ее и с—— №, 

18—88 
представьте себе, что касательная АГ встречает прямую ЕН 
в Г и затем, что точка ЁГ движется по периметру фигуры 
СРЕ, пока не попадет в точку А. Последнее отношение [К 
к АК будет равно отношению РН к АН, как это будет оче- 
видно для всякого, кто рассмотрит чертеж. Положите 
ЕН =ри в этом случае, когда СК и АК находятся в с0- 
стоянии исчезновения, вы получите, что р:е=у:х, или 
ву 
р 


‹=1. Напишите поэтому в уравнении 


сх =? | ау | еху | у? 


вместо х величину 89. получится 
Р 


с]2у _ су Я её у" о 
— = —— 8 —— -- Г . 
р р* 49 - р 
Разделите все на у и получится 

с}Е __ су а- егу -- 

р р* Р 


Так как мы предположили, что точка Г, попала в точку А, 
а значит, что ЕТ, или у бесконечно мал или нуль, то от- 
киньте все члены, в которые входит множителем у, после 


с] ВК 
чего останется —=4. Поэтому положите с==————, затем 
р 8—8 
( —й—а4 
а = 9 и, наконец, е=-—^ ``“. После того как с, 4 ие 
Р 5 


найдены, уравнение 
сх = сл? | ду-Реху-{ у? 


определит собой коническое сечение.100 
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Если, наконец, даны лишь три точки А, В, С, а также 
положение двух прямых АТ, СТ, которые касаются кониче- 
ского сечения в двух из этих точек А и С (фиг. 83), то, 
как и ранее, получится уравнение конического сечения 


сх = с? | 4у-- ежу + У. 


Если предположить затем, 
что ордината КЁ параллель- 
на касательной АТ и про- 
должена до встречи с ко- 
ническим сечением еще в 
точке М, и представить себе, 
что эта линия СМ прибли- 
жается к касательной АТ до 
совпадения с нею в А, то по- 
следнее отношение линий КГ, 
к АМ будет отношением ра- 
венства, как это будет ясно Фиг. 83 

для всякого, кто рассмотрит 

чертеж. 101 Так как в этом случае АГ, и КМ равны, т. е. 
равны два значения у (одно положительное АГ, а другое 
отрицательное АМ), то те члены уравнения 


сух==сх? - ау ежу | у, 


в которых у имеет нечетное измерение, т. е. ду - еху, долж- 
ны в сравнении с членом 1/2, в котором у имеет четное из- 
мерение, исчезнуть. В противном случае два значения у, 
из. которых одно положительное, а другое отрицательное, 
не могли бы быть равными. Далее, в этом случае АК илих 
бесконечно меньше, чем СК или у, и, значит, член еху бес- 
конечно меньше, чем 12. 102 Следовательно, как бесконеч- 
но меныший, его можно считать за ничто. Однако член 
Чу не исчезнет, как это должно быть, в сравнении с у, но 
будет гораздо больше последнего, если только не допу- 
стить, что 4 есть ничто. Поэтому член 4у следует откинуть; 


16 ньютон. Всеобщая арифметика 
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В результате в качестве уравнения конического сечения 
останется 


сх == 12  еху + у?. 


Представим себе теперь, что касательные АТ, СТ взаимно 
пересекаются в точке Т и что точка Г, приближается к точ- 
ке С по совпадения с нею. Тогда последнее отношение КГ, 
к КС будет равно отношению АТ к АС. Мы обозначили АГ, 
через у, АК через хи АС через р значит КС будет | — т. 
Положите АТ = в, тогда последнее отношение ук ]|—х 
будет то же, что ск ]. Уравнение 


сре = са - озу - 5%, 
если из обеих сторон вычесть с1*, принимает вид 


сх — сл*==еху | ч?, 


или 
(— 2) сх==у(ех у). 


Таким образом, у:(]}— 1)==ех:(ех — у) и, следовательно, 
2:]==ст: (ет -- у}. Но когда точка Г, попадает в точку С, У 
обращается в ничто. Значит, с :}==6х:ет. Разделите послед- 
нее отношение на хи вы получите, что #:]/=е:е, откуда 


С 
Ре. Таким образом, если в уравнении 


8 
сх ==ст? —- еху - У 
с} 
вы вместо е напишете — ‚, то оно примет вид уравнения 
8 


конического сечения 
—— ву с] 2 
сх ==с | — ху у’. 
[2 
=) 


Наконец, через данную точку В, через которую должно 
пройти коническое сечение, проведите параллельно КЁ или 
АТ прямую ВН, вотречающую АС в [Я, и представьте себе, 
что [.К движется к ВН цо совпадения с нею. В этом случае 
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АН будет=х и ВН==у. Обозначьте поэтому данную вели- 
чину АН ==т и данную ВН =х и затем в уравнении 


С 
сре са? -- 97 зу | у? 
|4 
напишите т и п вместо х и у; вы получите тогда 


сфт==ст? + 1 тп -- п?. 
8 


С 
Вычтите с обеих сторон ст? -- Чт; тогда 
(а 


> Хх 


С 
ст — ст? — 27 тп — из. 
©’ 
> 


т , 
Положите }— т — — =$ и вы получите, что сзт==и?. Раз- 


4 
> 


делите каждую сторону уравнения на зт, получится 


12 
с= . После нахождения с будет определено и уравнение 
$7 


конического сечения 
о Ш ри с} 2 
ср = с? — зу у. 
8 


Согласно методу Декарта, коническое сечение тогда являет- 
ся данным и его можно описать. 

Я занимался до сих пор решением ряда задач, ибо при 
изучении наук примеры полезнее правил. Поэтому-то я отвел 
им так много места. Решения некоторых из них, встретив- 
шихся мне попутно, пока я излагал остальные, я дал без 
помощи алгебры, — при этом я хотел показать, что в иных 
задачах, на первый взгляд представляющихся труднымя, не 
всегда следует прибегать к алгебре. Теперь пришло время 
изложить решение уравнений. Ведь после того как задача при- 
ведена к уравнению, вы должны извлечь корни этого уравне- 
ния, которые и суть величины, удовлетворяющие задаче. 


16* 
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КАК СЛЕДУЕТ РЕШАТЬ УРАВНЕНИЯ 


Когда при решении вопроса вы пришли к уравнению и это 
уравнение должным образом приведено и упорядочено и когда 
изображенные в нем буквами и принятые за данные величины 
действительно заданы в числах, то вместо букв следует под- 
ставить эти числа и вы получите численное уравнение, ко- 
рень которого по извлечении и даст ответ на вопрос. Так, 
например, при делении угла на пять равных частей я, при- 
няв г за радиус круга, 4 за хорду дополнения к предложен- 
ному углу до прямого и х за хорду дополнения пятой части 
этого угла, пришел к уравнению 


15 — 57253 -- 574х — 44 = 0. 103 


В частных случаях радиус т задан в числах, как и линия д, 
стягивающая дополнение к данному углу; например, если 
радиус есть 10 и хорда есть 3, я подставляю в уравнение 
вместо г и 4 эти числа и при этом получается численное 
уравнение 


25 — 500 43 Г. 50000 х — 30000 = 0. 


Извлечение корня из этого уравнения и даст х или же 
линию, стягивающую дополнение к пятой части данного угла. 
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Корень уравнения есть число, которое, будучи подставлен- 
ным в уравнение вместо обозначающей его буквы или вида, 
приводит к исчезновению всех членов. 

Например, единица есть корень уравнения 


14 — 23 — 1952 -- 49% — 30 =0, 
ибо, если написать ее вместо х, то она даст 1—1—19--49— 30, 


т. е. ничто. Но у одного и того же уравнения может быть 
более корней. Так, если в этом же уравнении 


14 — 13 — 1952 — 49% —30 =0. 
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вы вместо х напишете число 2, а вместо степеней х такие же 
степени 2, то это даст 16—8—76--98—30, т. е. ничто. Да- 
лее, если вместо х вы напишете число 3 или отрицательное 
число —5, то в обоих случаях получится ничто. В этих че- 
тырех случаях положительные и отрицательные члены взаим- 
но уничтожаются. Так как каждое из этих чисел, будучи 
написанным в уравнении, удовлетворяет условию, наложен- 
ному на х, делая все члены уравнения, взятые вместе, рав- 
ными нулю, то каждое из них будет корнем уравнения. 

Для того чтобы вы не удивлялись тому, что одно и то 
же уравнение может иметь несколько корней, вам следует 
знать, что одна и та же задача может иметь более чем одно 
решение. 

Если, например, ищется пересечение двух данных кругов, 
то таких пересечений имеется два, и, следовательно, вопрос 
допускает два ответа. Поэтому уравнение, определяющее 
пересечение, будет иметь два корня, благодаря чему оно и 
определяет оба пересечения, если только в данных условиях 
нет ничего такого, благодаря чему в ответе определяется 
только одно пересечение. 

Допустим, например, что требуется найти пятую часть 
АР дуги АРВ (фиг. 84). Хотя вы при этом, может статься, 
обратите внимание только на дугу АРВ, но уравнение, при 
помощи которого будет решаться вопрос, определит пятую 
часть всех дуг, заканчивающихся в точках А и В, т. е. пя- 
тую часть дуг 45ВБ, АРВ5АРВ, АЗВРАЗВи АРВЗАРБ5АРВ, 
точно так же как и пятую часть дуги АРВ. Если вы разде- 
лите всю окружность на пять равных частей РО, ОР, Нб, 5Т, 
ТР, то эти пятые части будут соответственно АТ, АО, АТб, 
АОВ. Поэтому, разыскивая пятые части всех дуг, стягива- 
емых прямой АБ, нужно для определения всех случаев раз- 
делить окружность в пяти точках Р, О, А, 5, Т и, следова- 
тельно, уравнение, определяющее все случаи, будет иметь 
пять корней. Дело в том, что пятые части каждой из этих дур 
зависят от одних и тех же данных и находятся посредством 
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вычислений одинакового рода. Поэтому, будете ли вы искать 
пятую ‘часть дуги АРВ, или же пятую часть дуги АБВ, или 
пятую часть какой-нибудь другой из этих дуг, вы всякий 
раз придете к одному и тому же уравнению. Таким образом, 
если бы уравнение, при помощи которого определяется пятая 
часть дуги АРВ, имело не более одного корня, то, посколь- 
ку при нахождении пятой части дуги АзБ получилось бы то же 
самое уравнение, отсюда следовало бы, что эта большая 
дуга имеет такую же пятую часть, как 
и предыдущая менышая дуга, ибо стяги- 
вающая ее линия или хорда выра- 
жается тем же самым корнем уравне- 
ния. 

Поэтому необходимо, чтобы во вся- 
кой задаче дающее ответ уравнение 
"$ имело столько же корней, сколько 

Фиг. 84 имеется различных случаев для иско- 

мой величины, зависящих от одних и 

тех же данных и определяемых посредством одного и того 
же метода рассуждения. 10% 

Уравнение может иметь столько же корней, сколько оно 
имеет измерений, но не более. 105 

Так, уравнение 


24—23 — 195? | 49—30 =0 


_Р 
А 


имеет четыре корня 1, 2, Зи —5, но больше корней не 
имеет. В самом деле, как мы уже сказали, каждое из этих 
чисел при подстановке его в уравнение вместо х приводит ко 
взаимному уничтожению всех членов, а других чисел, кроме 
этих, при подстановке которых произойдет такое уничтоже-. 
ние, не существует. 

Впрочем число и природа корней лучше уясняются из 
способа образования уравнения. 

Если, например, мы желаем узнать, как образуется урав- 
нение, корни которого суть 1, 2, Зи —5, то нужно предпо- 
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ложить, что х обозначает множественным образом эти числа, 
т. е. что х=1, х=2, х=3, х= -—-5, или, что то же са- 
мое, х—1=0, х—2=0, т3=0 и х--5=0. Если 


перемножить х —1 и т— 2, то получится уравнение 


имеющее два измерения и два корня 1 и 2. Если умножить 
это уравнение на х— 3, то получится уравнение 


3 — 642 1 115 —6 =0, 


имеющее три измерения и корня; а это уравнение, умножен- 
ное еще на х-— 5, даст вышенаписанное уравнение 


1“ — 13 — 1922 - 49—30 =0. 


Раз это уравнение образовано путем взаимного перемножения 
четырех множителей х—1, х— 2, т—3 из-Р 5, то при обра- 
щении в ничто одного из этих множителей ничем становится 
и произведение их всех. Если же ни один из множителей не 
есть нуль, то и произведение их не может быть нулем. Сле- 
довательно, 2“ — 13 — 1922 Г 49% —30 может быть, как это 
нужно, = 0 только в четырех случаях: когда х — 1 = 0, или 
—2=0, или х—3 =0, или, наконец, х-- 5 =0. Таким 
образом, значениями х или же корнями уравнения могут 
быть только числа 1, 2, Зи —5. Таким же образом вы дол- 
жны судить обо всех уравнениях. Дело в том, что мы можем 
представить себе, что все они образуются при помощи тако- 
го перемножения, хотя обыкновенно бывает весьма трудно 
отделить одни множители от других: это ведь есть то же са- 
мое, что решить уравнение и извлечь его корни. Ведь если 
известны корни, то известны и множители. 106 

Корни бывают двух видов: положительные, каковыми бы- 
ли в приведенном примере 1, 2, 3, и отрицательные, каковым 
было —5. И часто некоторые из них бывают невозможными. 107 
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Например, два корня уравнения 


12 — 2ах | 62 = 0, 


которые суть а Уа? — 6? и а— Иа? — Ё), — действитель- 
ные, если а? больше, чем 62; но если а? меньше, чем 62, то 
они становятся невозможными, ибо 4? — 62 есть тогда величи- 
на отрицательная, а квадратный корень из отрицательной 
величины невозможен. Ведь всякий возможный корень, 
будь то положительный или отрицательный, при умножении 
на самого себя дает положительный квадрат. Таким образом, 
корень, дающий отрицательный квадрат, невозможен. При 
помощи подобного же рассуждения вы можете притти к за- 
ключению, что уравнение 


13 — 422 |1 71 —6=0 


имеет один действительный корень 2 и два невозможных: 


1 У/У-2и1—И—2. Действительно, если нанисать в 
уравнении вместо х какой-нибудь из трех корней, 2, 


1ГУ—2, 1-ИУ—2, то все члены взаимно уничтожатся. Но 


ИТУ —2и1—И— 2 — числа невозможные, ибо в них пред- 
полагается извлечение квадратного корня из отрицательного 
числа — 2. 

Корням уравнений часто надлежит быть невозможными, 
иначе они выражали бы как возможные те частые случаи 
задач, которые невозможны. 108 

Допустим, например, что вам нужно определить пересече- 
ние прямой и круга. Обозначьте радиус круга и расстояние 
нрямой от его центра при помощи двух букв. Если, получив 
уравнение, определяющее пересечение, вы вместо буквы, обо- 
значающей расстояние прямой от центра, подставите число 
меньшее, чем радиус, то пересечение будет возможно. Но 
если это число будет больше, чем радиус, то пересече- 
ние окажется невозможным. И для того чтобы два корня урав- 
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нения, определяющего оба пересечения, могли правильно вы- 
ражать суть дела, они должны бывать как возможными, так 
и невозможными. 

Положим далее, что круг СРЕГ и эллипс АСВЕ взаимно 
пересекаются в точках С, 2, Е, ЕЁ (фиг. 85), что на данную 
по положению прямую АВ опущены перпендикуляры СС, РН, 
ЕТ, КК и что, разыскивая длину какого-нибудь из этих 
перпендикуляров, вы, наконец, пришли к некоторому урав- 
нению. Когда круг пересе- 
кает эллипс в четырех точ- 
ках, это уравнение будет 
иметь четыре действительных 
корня, которыми и будут 
эти четыре перпендикуляра. 
Но если при неизменном 
центре круга радиус его бу- 
дет уменьшаться вплоть до Ч 
совпадения точек Е и РЁ, то Е. 
круг под конец будет касать- Фиг. 85 
ся эллипса и те два корня 
уравнения, которые выражали два совпавшие теперь перпен- 
дикуляра ЕГи ЕК, станут равными. А если круг будет умень- 
шаться еще далее, так что он уже не будет более касаться 
эллипса в точках Ё, Ё, но лишь пересекать его в других двух 
точках Си Ш, то из четырех корней уравнения те два, ко- 
торые выражают перпендикуляры Е/, РА, ставшие теперь не- 
возможными, также станут вместе с этими перпендикулярами:. 
невозможными. Таким же образом во всех уравнениях при 
увеличении или уменьшении их членов два неравных корня 
сперва становятся равными, а затем невозможными. Поэтому 
число невозможных корней всегда бывает четным. 10 

Бывают, однако, случаи, в которых корни уравнений воз- 
можны, когда из чертежа видно, что они невозможны, — но 
это обусловливается некоторым ограничением в чертеже, ко- 
торое не относится к уравнению. 
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Если, например, в полукруге АДБ, в котором даны диа- 
метр АВ и хорда АР и опущен перпендикуляр ДС, ищется 


—_ 


.. Ар? 
отрезок диаметра АС, то вы найдете, что АС = —1в_ (Фиг. 56). 


Это уравнение дает в качестве АС дей- 
ствительную величину и тогда, когда 
вписанная линия АЛ больше диаметра 
АВ; но, согласно чертежу, АС в этом 
случае становится невозможной. Дей- 
ствительно, мы предполагаем, что на 
чертеже линия АД вписана в круг и, 
значит, не может быть больше диаметра 
круга; между тем в уравнении ничто не зависит от это- 
го условия. Уравнение получается лишь из того условия 
относительно линий, что АВ, АПР и АС непрерывно про- 
порциональны. И так как уравнение не содержит всех усло- 
вий чертежа, то нет необходимости в том, чтобы оно было 
связано границами всех условий. То, что входит в чертеж, 
сверх того, что имеется в уравнении, может налагать ограни- 
чения на первый, но не на последнее. Поэтому, когда урав- 
нения нечетных измерений и, следовательно, их корни не 
могут быть все невозможными, чертежи часто налагают огра- 
ъничения на величины, от которых зависят все корни, — 
границы, которые они не могут превосходить, если держать- 
оя условий чертежей. 

Среди действительных корней положительные и отрица- 
тельные корни лежат по разные стороны или направлены 
противоположным образом. 


Так, например, разыскивая на предпоследнем чертеже 
перпендикуляр СС, вы придете к уравнению с двумя поло- 
жительными корнями, СС и ОН, направленными от точек 
С и О в одну сторону, и с двумя отрицательными корнями, 
ЕГи РК, направленными из точек ЕЁ и Ё в противополож- 
ную сторону. Допустим еще, что на линии АВ, на которую 
опущены эти перпендикуляры, взята какая-либо точка Р, что 


О ПРИРОДЕ КОРНЕЙ УРАВНЕНИЯ 251 


ищется часть РС прямой АВ, простирающаяся от точки Р к од- 
ному из этих перпендикуляров, скажем к СС, и что мы при- 
шли к уравнению с четырьмя корнями РС, РН, РГи РК. 
Искомая величина РС, а. также те, которые направлены от 
точки Р в ту же сторону, что РС (как РК), будут положи- 
тельными; а те, которые направлены в противоположную сто- 
рону (каковы РЯ и Р/), будут отрицательными. 

Если среди корней уравнения не имеется невозможных, 
то по знакам членов уравнения можно узнать число его по- 
ложительных, а также отрицательных корней. Именно, поло- 
жительных корней будет столько, сколько в последователь- 
ности знаков имеется перемен знаков от к — иот— к-1; 
остальные корни будут отрицательными. 119 

В уравнении 


14—23 — 1942 | 49% —30 =0 


знаки членов следуют в таком порядке: — — — | — 
Перемена знаков от первого -- ко второму —, от третьего 
— к четвертому — и от четвертого — к пятому — пока- 


зывает, что имеется три положительных корня и что, следо- 
вательно, четвертый корень отрицательный. Однако это пра- 
вило не имеет силы, когда некоторые из корней невозможны, 
если только не рассматривать эти невозможные корни, кото- 
рые не являются ни положительными, ни отрицательными, 
как неопределенные по знаку. Так, знаки в уравнении 


13 -- ра? -- Зрт — 9=0 


показывают, что оно имеет один положительный корень и 
два отрицательных. Положите х = 2р, или х—2р = 0, и 
умножьте первое уравнение на х—2р=0. При этом доба- 
вится еще один положительный корень, и вы получите урав- 
нение 


2 — раз -- р’? — (63 4) &-|р- 2р4 =0, 


которое должно иметь два положительных и два отрицатель- 
ных корня. Между тем если вы рассмотрите перемены 
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знаков, то видно, что оно имеет четыре положительных корня. 
Таким образом, здесь имеются два невозможных корня, ко- 
торые в силу своей неопределенности в первом случае каза- 
лись отрицательными, а в последнем — положительными. !11 

Впрочем число невозможных корней можно обычно узнать 
по следующему правилу. 

Составьте последовательность дробей, знаменатели кото- 
рых образуют прогрессию 1, 2, 3, 4, 5 и т. д. до чиела, 
совпадающего с числом измерений уравнения, а числители— 
ту же последовательность чисел, только в обратном порядке. 
Разделите каждую последующую дробь на ей предшествую- 
щую. Поместите возникающие при этом дроби над промежуточ- 
ными членами уравнения. Затем возведите каждый промежу- 
точный член 1? в квадрат и умножьте последний на дробь, 
стоящую над этим же членом. Если это произведение будет 
больше, чем произведение двух соседних членов, то поставь- 
те под этим членом знак --, а если меныше, то знак —. Под 
первым и последним членами поставьте знак --. Невозмож- 
ных корней будет столько же, сколько имеется перемен от 
-- к — иот — к -Е в последовательности подписанных 
знаков. 113 

Так, если вам дано уравнение 


28 | ра? -- Зрё — 9—0, 
.. 3 2 1 
то я делю вторую ИЗ дробей последовательности 1, 5? >, 
э 


2 3 1 2 
т. е. >> на первую -- и третью 5 на вторую _ и помещаю 


1 1 
возникающие при этом дроби ий 3 Над промежуточными 


членами уравнения: 


° | - 


1 
3 3 


23 р? + Зр2х —9=0. 
+ — + + 
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Далее, так как квадрат второго члена ру”, умноженный на 
р?^ 


1 
стоящую над ним дробь Т.е. ‚ меньше, чем Зр?лА, т. е. 


произведение первого члена 23 на третий 3р*х, то под членом 
раз? я ставлю знак —. Но так как 9р42? (квадрат третьего 


2 1 
члена 3125), умноженный на стоящую над ним дробь 5, 


больше нуля и, значит, еще больше отрицательного произве- 
дения второго члена рл? на четвертый — 4, то под третьим 
членом я ставлю знак --. Затем я ставлю знак -|. под пер- 
вым членом 23 и под последним — 4. Подписанные знаки об- 
разуют последовательность -|- — -- --, в которой имеются 
две перемены, одна от -- к — и другая от — к -[, а это 
указываст на наличие двух невозможных корней. Аналогич- 
ным образом уравнение 


—- 


3 3 
13 — 41? [47 —6 =0 
+ + 


‘имеет два невозможных корня. Уравнение 
74 — 612 — Зл—2=0 


также имеет их два. В самом деле, последовательность дро- 


„а 3 2 ., и 
бей Поз т при делении второй на первую, третьей 


на вторую и, наконец, четвертой на третью дает последова- 


3 & 
тельность =; -., =, которую. нужно поместить над промежу- 


точными членами уравнения. Ёсли умножить квадрат второ- 


., 3 
го члена, который здесь равен нулю, на дробь —, стоящую 
8 


над этим вторым членом, то это дает нуль, который, однако, 
больше, чем отрицательное произведение — 658 из соседних 
членов 2 и — 627. Поэтому под недостающим членом я под- 
писываю знак —-. В остальном я продолжаю, как в преды- 
дущем примере, и получаю последовательноеть подписанных 
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знаков — - | —-^, в которой имеются две перемены, 
указывающие на два невозможных корня. 


3 4 3. 

8 9 8 
14 * —_ 642 — Зх —2=0. 
+ + + = + 


Таким же путем можно обнаружить два невозможных 
корня в уравнении 


25 — 42% -- 428 — 22 —55—4 =0, 


а именно. 


2. 1 2 

5, о о 5 
15 — 42 —- 443 — 22 — 5 —4&=0. 

+ _- + + 

Если недостает двух или большего числа членов подряд, 

то под первым отсутствующим членом следует поставить 
знак —, под вторым знак --, под третьим знак — ит. д., 
все время меняя знаки, за исключением того случая, когда 
члены, соседние с отсутствующими членами с обеих сторон, 
имеют противоположные знаки. В этом случае под последним 
из недостающих членов всегда следует ставить знак -—. 
Например: 
25 - ай * * * |1 95 =0 
+ + + + 


15 —— 42% * * *— 08 = 0. 
+ +++ + 


Первое из этих уравнений имеет четыре невозможных корня, 
а второе два. Уравнение 


ЕВ 5 3 53 
7 9 5 50 7 
27 — 226 | 315 — 224 | 23 * * — 30 
+ — + — + ++ 


имеет шесть невозможных корней. 
На этом оснований можно выяснить также, принадлежат 
ли воображаемые корни к положительным или отрицательным. 
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Именно, по знакам членов, стоящих над меняющимися под- 
писанными знаками, видно, что невозможных положительных 
корней будет столько же, сколько имеется перемен знака у 
первых, а отрицательных, — сколько имеется повторений. 
Так, например, в уравнении 

15 — 424 | 423 — 242 — 5—4 =0 

+ + _ + + + 
между подписанными знаками меняющиеся суть -|- — -№, 
откуда видно, что имеются два невозможных корня, а так 
как члены над этими знаками суть — 424 Г 423 — 252 со зна- 
ками — Г —, то две перемены в них показывают, что имеет- 
ся Два положительных корня; следовательно, среди поло- 
жительных корней два будут невозможными. Так как знаки 
всех членов уравнения суть - — -- — — —, то три пе- 
ремены в них показывают, что имеется три положительных 
корня, а два других корня — отрицательные. Но среди по- 
ложительных корней имеются два невозможных, откуда 
следует, что уравнение имеет один истинный положительный 
корень, два отрицательных и два невозможных. Но если бы, 
уравнение было 

25 — 4144 — 423 — 242 —_Бл—4= 0, 

+ + — — + + 
то отсутствие перемены в знаках — и — у членов — 412% — 
— 423, стоящих над первыми меняющимися подписанными 
членами —- —, показало бы, что невозможным является один 
из отрицательных корней. А из отсутствия перемены в зна- 
ках — и — у членов — 25—55, стоящих над последними 
меняющимися подписанными знаками — —-, видно, что не- 
возможным является еще один отрицательный корень. По- 
скольку в знаках уравнения -- — — — — — имеется лишь 
одна перемена, то имеется ‘также один положительный ко- 
рень, а остальные четыре отрицательные. Отсюда следует, 
что имеется один положительный корень, два отрицательных 
и два невозможных. Так обстоит дело, когда невозможных 
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корней не больше, чем это обнаруживается при помощи пре- 
дыдущего правила. Однако их может быть и больше, хотя 
это случается и редко. 
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Все положительные корни какого-либо уравнения можно 
преобразовать в отрицательные, а отрицательные в положи- 
тельные. Для этого нужно лишь переменить знаки чередую- 
щихся членов.114 

Так, три положительных корня уравнения 


25 — 444 | 423 — 242 —5д —4 — ( 


преобразуются в отрицательные, а два отрицательных корня 
в положительные, если только переменить следующим обра- 
зом знаки второго, четвертого и шестого членов 


15 —— 42% —- 423 —- 242 — 55-4 =0. 


Последнее уравнение имеет те же корни, что и предыдущее, 
с тем отличием, что его положительные корни были в первом 
уравнении отрицательными, а отрицательные — положитель- 
ными; при этом два невозможных корня, которые в первом 
уравнении заключались среди положительных, во втором за- 
ключаются среди отрицательных, так что если эти два корня 
откинуть, то останется только один действительно отрица- 
тельный корень. 

Имеются также и другие преобразования уравнений, при- 
меняющиеся в различных случаях. Именно мы можем 
предположить, что корень уравнения как-либо составлен из 
известной и неизвестной величин, и затем подставить в урав- 
нение вместо него ту новую величину, которую предположи- 
ли, ему равной. Например, мы можем предположить, что ко- 
рень равен сумме или разности какой-либо известной и неиз- 
вестной величины. 5 Таким путем мы можем увеличивать 
или уменьшать корни уравнения на эту известную величину 
или вычитать их из нее и преобразовывать таким образом неко- 
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торые, прежде отрицательные корни в положительные, или 
некоторые положительные в отрицательные, а также преоб- 
разовывать все корни в положительные или все в отрицатель- 
ные. Например, если я хочу увеличить корни уравнения 


14 — 23 — 1942 - 49% — 30=0 


на единицу, то полагаю, что х--1=у, или х=у—1 и 
затем вместо х записываю в уравнении у— 1, а вместо квад- 
рата, куба или четвертой степени х— такие же степени у—1. 
Я это делаю следующим образом: 


ха | 9 — 413-69? —4у--1 


-я | Зуи 

— 192 — 1912 -|- 38у — 19 
4-49 + &9у — 49 
— 30 — 30 


Сумма | у — 513 — 109? 80у — 96 =0 
Корни получившегося уравнения 
4 — 53 — 1092 —- 80 у— 96=0 
будут 2, 3,4, —4 и каждый из них на единицу больше, чем 
соответствующий ему прежний корень 1, 2, 3, —5. 
Если в предложенное уравнение вместо х я подставлю 


1 
ут1-, то получится уравнение 
5 9 
и — 109 — ту во, 
4 16 
в котором имеются два положительных корня и 11 и два 


1 1 
отрицательных —_ и — 6 >. Если вместо 5 написать у — 6, 


то получится уравнение с корнями 7, 8, 9, 1, которые все 
положительные, а если вместо х написать у--4, то корни 
уменыпатся на 4 и будут —3, —2, —1, —9, т. е. все 
станут отрицательными. 


17 ньютон. Всеобщая арифметика 
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Если некоторые корни невозможные, то, увеличивая или 
уменьшая их таким образом, их иногда бывает легче обна- 
ружить, чем ранее. Например, предшествующее правило не 
обнаруживает невозможных корней в уравнении 


13 — За т — Заз =0. 


Но если вы увеличите корни на величину а, написав у—а 
вместо х, то, применяя это правило к возникающему теперь 
уравнению 


у3 — Зау? — аз =0, 


вы сможете найти у него два невозможных корня. 

При помощи этого же действия вы можете также удалять 
вторые члены уравнений. Это получится, если вы под- 
ставите вместо корня данного уравнения разность между 
величиной, которую вы приняли за корень нового уравнения, 
и коэффициентом второго члена данного уравнения, поделен- 
ным на число измерений его высшего члена. 

Например, если предложено уравнение 


183—412 4х — 6—0, 


то из буквы, которую я принял для обозначения нового 
корня, скажем из у, я вычитаю коэффициент второго члена, 
т. е. —4, поделенный на число измерений уравнения, т. е. 


4 
на 3, и разность Ут подставляю вместо х. Получается 


16 64 
уз —- 4? — З УГ; 


Г 27 
32 64 
У зУ-э 
4+ 
— 6 
1/3 * — Чу 6 0 
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При помощи того же метода можно также удалить тре- 
тий член уравнения. Допустим, что предложено уравне- 
ние 

д4 — 323 | 342 —55—2=0 


и положим х=у—е. Если подставить ур—е вместо т, то 
возникает уравнение 


у*— (4е | 3) уз -+ (бе? -- 9е -- 3) у? — (дез -|- 9е? - ве-{-5)у-- 
—- 24 | 3е3 | Зе? -- 5е—2=0. 

Третий член этого уравнения есть 6е? -|- 9е -|-- 3, умножен- 
ное на 12, и вы достигнете цели, если 66? -|- 9е --- 3 обратит- 
ся в нуль. Для того чтобы найти, какое число следует 
подставить вместо е в настоящем случае, допустим, что эта 
величина действительно есть нуль. Это дает нам квадратное 
уравнение 


бе? Г. 9е 1 3=0, 


которое после деления на 6 принимает вид 


3 1 
её | те — =0 
2 2 ) 


ИЛИ 


1 
Таким образом, е= — — или е= — 1. Следовательно, уе 
2 
1 - 
будет Ут либо у-Г 1. Так как вместо х мы написали 


у— е, то, чтобы в возникающем уравнении отсутствовал 
17* 
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третий член, вместо у — е вкачестве х нужно будет написать у -|-- 


1 .. 
—- > илиу —-1. И произойдет это в обоих случаях. Именно, 
1 
если вместо х вы напишете Ут ‚ то получится уравнение 


15, 65 0 
7 


4—3 29 — 
у у А 16 


а если вы напишете у | 1, то уравнение 


у“ ту —4у—6=0. 


Корни уравнений можно также умножать и делить на 
данные числа; таким образом, можно уменьшать члены урав- 
нений, а также избавляться иногда от дробей и радикалов.116 

Допустим, например, что дано уравнение 


. 4 
Чтобы избавиться от дробей, я полагаю у== 52 и, подстав- 


4 
ляя „2 вместо у, получаю новое уравнение 


или, откинув общий знаменатель членов. 


Корни нового уравнения втрое больше прежних. Чтобы 
уменьшить члены этого Уравнения, напишите 29 вместо 2; 
при этом получится 


893 — 24р — 146 =0; 
по делении на 8 вы получите 


03 — З9 — 18 — =0. 


не | => 
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Корни этого уравнения представляют собой половины корней 
предыдущего уравнения. Если, наконец, найдя 9, вы поло- 


1 4, 
жите 29=—5, 2=уиу :-|- з=2, то получите корень 2 пер- 
воначально данного уравнения 
18 — 452 | 45 —6=0. 


Аналогично, чтобы избавиться от радикала УЗ в урав- 
нений 


23—25 У3=0, 
я вместо х пишу у УЗ и получаю уравнение 
Зи" УЗ—2уУз-- УЗ=0, 
которое после деления всех членов на /З принимает вид 
373 —2у—1=0. 


Корни уравнений можно также преобразовывать в дру- 
гие, обратные им. Таким путем уравнение можно иногда 
привести к более удобному виду. 

Так, если в последнем уравнении 


313 —2у--1=0 


4 
вместо у написать —, то оно примет вид 
|. 
3 2 
В 1—0, 
2% |: 


или, если все члены умножить на 2% и изменить порядок 
членов, 


28 — 222 1 3==0. 


При помощи этого приема можно также удалить из уравнения 
предпоследний член, — именно, если сперва освободились от 
второго члена, как вы это видели в предшествующем при- 
мере. Если же вы хотите освободиться от предпредпоследнего 
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члена, то это можно сделать, предварительно уничтожив 
третий член. Кроме того, наименьший корень можно таким 
путем преобразовывать в наибольший, а наибольший в наи- 
меньший, что сможет принести некоторую пользу в после- 
дующем. Так, например, если в уравнении 


21—23 — 1942 | 49% —30==0, 


1 
корни которого суть 3, 2, 1, —5, написать — вместо х, то 


получится уравнение 


Если умножить все его члены на 1“, разделить на 30 и пере- 
менить знаки, то оно примет вид 


&9 19 1 4 
ИУ Тай Ги’ в =0, 


‚ Наибольший из поло- 


вх | => 


у 
причем корнями будут 55, 1, — 


жительных корней 3 превратился теперь в наименыший 


1 . 
з, а наименьший, т. е. 1, стал теперь наибольшим; отрица- 


тельный же корень —5, который был наиболее далек от 
нуля, стал теперь к нулю ближайшим. 

Существуют еще и другие преобразования уравнений, но 
все они могут быть проведены аналогично преобразованию, 
которое мы уже показали, когда удаляли из уравнения тре- 
тий член. 

Из способа образования уравнений ясно, что коэффициент 
второго члена, взятый с обратным знаком, равен сумме всех 
корней с их собственными знаками, коэффициент третьего 
члена равен сумме произведений всех корней, взятых по два, 
коэффициент четвертого члена, взятый с обратным знаком, 
равен сумме произведений всех корней, взятых по три, коэф- 
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фициент пятого равен сумме произведений всех корней, 
взятых по четыре, и т. д. до бесконечности. 7 

Положим 1==а, х==6, т=—е, х=4 и т. д. или же 
х—а=0, х—6=0, х- с=0, х—4==0. Перемножая после- 
довательно эти уравнения, мы можем образовывать уравнения, 
как было показано ранее. Если умножить х—а на х— В, 
то получится уравнение 


12 — а--5)х-- а6=0, 


в котором коэффициент второго члена с обратным знаком, 
т. е. а-Р 6, есть сумма двух корней а иф, а коэффициент 
третьего члена аб равен единственному наличному их произ- 
ведению. Если полученное уравнение умножить затем на 
т с, то получится кубическое уравнение 


28 — (а-- 6 —с) 1? | (а6 — ас — 6) х — аёе==0, 


в котором коэффициент второго члена с обратным знаком, 
т. е. а Ь— с, есть сумма корней а, 6 и — с; коэффициент 
третьего члена аф — ас — 6с есть сумма произведений корней, 
взятых по два: 4 иб, аи —с, би—с, а коэффициент четвертого 
члена с обратным знаком — абс есть единственное наличное 
произведение, образуемое последовательным перемножением 
всех корней, а на 6, на —с. Если умножить это кубическое 
уравнение на 5—4, то получится уравнение четвертой 
степени 


24 — ао —с-+ а) 13 —- (а6 — ас — 6 — аа —- 64 —с4) = — 
—- (46 — а64 Е 54 -- ас4) х — абс4=0, 


в котором коэффициент второго члена с обратным знаком, 
т.е. ат —с--4, есть сумма всех корней, коэффициент 
третьего члена а6 — ас — 6с | а4 —- 64 — в4 есть сумма произ- 
ведений всех корней по два, коэффициент четвертого члена 
с обратным знаком — абс —- а64 — 6с4 — ас4 есть сумма про- 
изведений всех корней по три, а коэффициент пятого члена 
— а6с4 есть единственное наличное произведение всех корней. 
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Из этого мы прежде всего заключаем, что во всяком урав- 
нении, не содержащем ни дробей, ни иррациональностей, все 
его рациональные корни и их произведения по два или по 
три и т. д. содержатся среди целых делителей его послед- 
него члена. Поэтому, если установлено, что ни один из де- 
лителей последнего члена не является ни корнем уравнения, 
ни произведением двух или большего числа корней, то ясно 
также, что все корни уравнения и их произведения по два 
или по три и т. д. являются иррациональными. 

Допустим теперь, что коэффициенты членов какого-либо 
уравнения с обратными знаками обозначены р, 4, т, $, &, 9, т.е. 
коэффициент второго есть — р, третьего —4, четвертого — г, 
пятого —$ и т. д. Правильно соблюдая знаки членов, по- 
ложите р=а, ра--24==6, рб -- да -- З'==е, ре | 46 та 
—-45=а, ра-Р ае-Н тб -Р за - 54==е, ре-- аа-- те -- 56 + «-- 
—-6.=} и т. д. до бесконечности, следуя тому же порядку. 
Тогда а будет сумма корней, 6 сумма квадратов каждого из 
корней, с сумма кубов, 4 сумма четвертых степеней, е сумма 
пятых степеней, } сумма шестых степеней, и т. д.18 На- 
пример, в уравнении 


14—23 — 192 | 49% — 30=0, 


в котором коэффициент второго члена есть — 1, третьего 
— 19, четвертого -- 49, пятого —30, вы должны положить 
р=1, 4==19, гт=— 49, з=30. Отсюда получится, что а== 


=(р=)4, 6=(ра > 24=1--38==) 39, ве==(рё -- да Зи == 39-- 
-- 19 — 147=) — 89, а=(ре- 46 -- та -- = —89-{- 741 — 
— 49-1 120=)723. Таким образом, сумма корней есть 1, сумма 
квадратов корней есть 39, сумма кубов есть — 89, а сумма 
четвертых степеней есть 723. Действительно, корни этого 
уравнения суть 1, 2, 3, —5 и их сумма 1--2-|-3—5 есть 
1; сумма квадратов 1--4--9--25 есть 39, сумма кубов 
18-1 27 — 125 есть — 89, а сумма четвертых степеней 


| + 16-1 81 -- 625 есть 723.. 
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На основании предыдущего получаются пределы, в кото- 
рых заключаются корни уравнения, если среди них нет 
невозможных. В самом деле, раз квадраты всех корней поло- 
жительны, то ‘сумма квадратов будет также положительна и, 
значит, больше, чем квадрат наибольшего корня. По той же 
причине сумма четвертых степеней всех корней будет больше 
четвертой степени наибольшего корня, а сумма шестых сте- 
пеней больше шестой степени наибольшего корня.119 

Поэтому если вы пожелаете найти предел, которого не 
может превзойти ни один корень, то отыщите сумму квад- 
ратов корней и извлеките из нее квадратный корень. Этот 
квадратный корень будет больше, чем наибольший корень 
уравнения. Вы подойдете к значению наибольшего корня 
ближе, если найдете сумму четвертых степеней и извлечете 
из нее корень четвертой степени, и еще ближе, если найдете 
сумму шестых степеней и извлечете из нее корень шестой 
степени, и т. д. До бесконечности.120 

Так, например, квадратный корень из сумм квадратов 


корней предыдущего уравнения есть У 39, или приблизитель- 


1 1 № ., 
но б—,и 6- дальше от нуля, чем любой из корней 1, 2, 3, 


—5. Но корень четвертой степени из суммы четвертых сте- 
4. 1 
пеней корней, т. е. У 723, или приблизительно 5, ближе 


к наиболее удаленному от нуля корню —5. 

Если вы составите среднюю пропорциональную между 
суммой квадратов корней и суммой четвертых степеней, 
то она будет несколько больше суммы кубов корней, взятых 
с положительными знаками. Поэтому полусумма этой сред- 
ней пропорциональной и найденной, как указывалось, суммы 
кубов с их знаками будет больше суммы кубов положитель- 
ных корней, а их полуразность будет больше суммы кубов 
отрицательных корней. 
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Следовательно, наибольший из положительных корней 
будет меньше, чем кубический корень из этой полусуммы, 
а наибольший из отрицательных корней будет меньше, чем 
кубический корень из этой полуразности. 

Например, в предыдущем уравнении средняя пропорцио- 
нальная между суммой квадратов корней 39 и суммой их 
четвертых степеней 723 есть приблизительно 168. Сумма 
кубов с их знаками, как мы нашли выше, была — 89. Полу- 


сумма 168 и — 89 есть 39, а полуразность 128 —. Ку- 


.. 1 .. 1 
бический корень из 39, равный приблизительно 3, 


больше наибольшего положительного корня 3. Кубический 
1 .. 1 
корень из 128, равный приблизительно 551, больше, 


чем отрицательный корень —5. Из этого примера видно, 
насколько близко можно подойти к корню, когда имеется 
только один положительный корень или же только один 
отрицательный. Но вы можете приблизиться к корню еще 
более, найдя среднюю пропорциональную между ‘суммой 
четвертых степеней корней и суммой шестых степеней и из- 
влекши корни пятой степени из полусуммы и полуразности 
этой величины и суммы пятых степеней корней. Дело в том, 
что корень пятой степени из полусуммы снова будет превос- 
ходить наибольший положительный корень, но уже на мень- 
итий избыток, чем прежде, а корень пятой степени из полураз- 
ности будет превосходить наиболыпий отрицательный корень 
также уже на меньший избыток, чем прежде. Увеличи- 
вая или уменьшая все корни уравнения, любой из них 
можно сделать наименьшим, а затем преобразовать этот 
наименьший в наибольший, а после этого все корни, 
кроме наибольшего, можно сделать отрицательными. Отсю- 
да ясно, как можно приближенно найти какой угодно 
корень.1?1 

Если все корни уравнения, кроме двух, отрицательные, 
то эти два корня можно найти следующим путем. 
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Найдя по предыдущему методу сумму кубов этих двух 
корней, а также сумму пятых и сумму седьмых степеней 
всех корней, отыщите среднюю пропорциональную между 
двумя последними. Эта средняя пропорциональная будет 
приблизительно равна разности суммы шестых степеней поло- 
жительных корней и суммы шестых степеней отрицательных 
корней; поэтому полусумма этой средней пропорциональной 
и суммы шестых степеней всех корней будет суммой шестых 
степеней положительных корней, а их полуразность — суммой 
шестых степеней отрицательных корней. Имея, таким образом, 
и сумму кубов и сумму шестых степеней двух положительных 
корней, вычтите из удвоенной последней суммы квадрат 
первой суммы; квадратный корень из разности будет раз- 
ностью кубов двух корней. А имея сумму и разность кубов, 
вы будете иметь и самые кубы. Извлеките из них кубиче- 
ские корни и вы получите приближенные значения двух 
положительных корней уравнения. Если вы проведете ана- 
логичные действия над более высокими степенями, то полу- 
чите корни с еще лучшим приближением. Однако этот способ 
нахождения пределов — менее употребительный в силу труд- 
ности вычислений; кроме того, он распространяется лишь 
на уравнения, не содержащие невозможных корней. Поэтому 
я приведу теперь другой метод нахождения пределов корней, 
более легкий и распространяющийся на любые уравнения. 

Помножьте каждый член уравнения на число его измере- 
ний и разделите произведение на корень уравнения. Каждый 
пз получившихся членов снова помножьте затем на число, 
которое на единицу меньше, чем прежде, и произведение 
разделите на корень уравнения. Продолжайте таким образом, 
всякий раз умножая на числа, которые на единицу меньше, 
чем прежде, и деля произведение на корень, пока не исчез- 
нут все члены, — не считая последнего, — знаки которых от- 
личны от знака первого или высшего члена. Число, которое, 
будучи подставленным. вместо корня в получающиеся члены, 
сообщает суммам членов, возникавших всякий раз при 
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умножении, тот же знак, который имеет первый или высший 
член уравнения,— число это будет больше любого из поло- 
жительных корней.1?? 

Если, например, предложено уравнение 


15 —214 — 103 —- 30172 —- 63х — 120 =0, 
то я прежде всего умножаю члены следующим образом: 


5 И 3 2 1 0 
15 — 254 — 1013 Г 3052 -- 63х — 120. 


Получившиеся при этом и поделенные на 25 члены я умножаю 
вновь следующим образом: 


ь 3 2 1 0 
554 — 823 — 302-- 605 -— 63. 


Если снова поделить получившиеся члены на х, то получит- 
ся 2013 — 2412 —605 60. Для сокращения их я делю на 
наибольший общий делитель 4; при этом вы получите 5128— 
—652 — 15% -—- 15. Умножив это опять на прогрессию 3, 2, 1,0 
и поделив на 2, я получаю 1522 — 12% —15, а вновь разделив 
на 3, 512 — 4—5. Умножив это на прогрессию 2, 1, 0 и раз- 
делив на 2х, я получаю 55-—2. Так как высший член урав- 
нения 125 положителен, то я теперь выясняю, какое число, 
будучи написано в этих произведениях вместо х, обратит 
их все в положительные числа. Если испытать 1, то вы 
получите, что 5х — 2=3; т. е. положительно, но 54—45 —5 
обратится в —4, число отрицательное. Следовательно, предел 
корней больше 1. Поэтому я испытываю какое-либо большее 
число, например 2. Подставляя 2 вместо х в результаты, я 
получаю, что 


5% —2 ==8, 
512 —Ах — 5=7, 
523 — 642 — 15% --15=1, 
554 — 843 — 3042 - 60х — 63 == 79, 
25 — 2414—1053 | 3042-- 63х — 120—=46. 
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Так как все получившиеся числа 8, 7, 1, 79, 46 — поло- 
жительные, то число 2 будет больше наибольшего из поло- 
жительных корней. Аналотично, если бы я хотел найти предел 
отрицательных корней, то я бы испытал отрицательные зисла, 
или, что сводится к тому же, переменил бы знаки всех 
членов через один и испытал положительные числа. Если 
переменить знаки всех членов через один, то величины, в 
которые нужно подставлять числа, примут вид 


5%.-— 2, 
542 - 4х — 5, 
543 -- 612 — 15% —15, 
5254 -- 823 — 3052 —60х -| 63, 
25 -|- 22% — 1043 — 3052 | 63х -- 120. 


Среди этих величин я выбираю какую-либо, в которой видимо 
преобладают отрицательные члены, например 51“ -| 818 — 
—305? —60х - 63, и вместо х подставляю в нее числа 1 и 2, 
что дает отрицательные числа —14 и —33. Значит, предел 
больше, чем —2. Если же подставить число 3, то получит- 
ся положительное число 234. Подставляя вместо х число 3 
в другие величины, я, как это можно сразу заметить, вся- 
кий раз получаю положительные числа. Следовательно, чи- 
сло — 3 больше всех отрицательных корней.1?3 Таким обра- 
зом, пределы, между которыми заключены все корни, суть 
2 и — 3. 

Знание этих пределов полезно и для приведения уравне- 
ний при помощи рациональных корней и для извлечения 
его иррациональных корней; не располагая им, мы иногда 
могли бы искать корни за этими пределами. Так, например, 
если я хочу найти рациональные корни последнего уравне- 
ния (если они имеются), то на основании сказанного ранее 
ясно, что они могут находиться лишь среди делителей послед- 
него члена уравнения, который в данном случае есть 120. 
Если при подстановке каждого из этих делителей в уравне- 
ние вместо х ни один не приведет к исчезновению всех 


270 ПРИВЕДЕНИЕ ПРИ ПОМОЩИ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ ДЕЛИТЕЛЕЙ 


членов, то несомненно будет, что уравнение имеет только 
иррациональные корни. Но последний член 120 имеет боль- 
ое число делителей, именно: 1, —1,2, —2,3, —3,4, —4,5,. 
—5, 6, —6, 8, —8, 10, —10, 12, —12, 15, —145, 20, —20, 
24, —24, 30, —30, 40, —40, 60, —60, 120 и —120. Испы- 
тание всех этих делителей было бы докучливым делом. Зная, 
однако, что корни заключаются между 2 и 3, мы избавляем- 
ся от этого труда, ибо теперь оказывается нужным испы- 
тывать лишь те делители, которые лежат между этими пре- 
делами, т.е. делители 1, —1 и —2. Если ни один из них 
не является корнем, то несомненно, что уравнение имеет 
лишь иррациональные корни. 


ПРИВЕДЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ПРИ ПОМОЩИ 
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До сих пор я излагал способы приведения уравнений, 
обладающих рациональными делителями. Однако, прежде 
чем сделать вывод, что уравнение четырех, шести или боль- 
шего числа измерений неприводимо, мы должны испытать, 
не может ли оно быть приведено при помощи какого-либо 
иррационального делителя, или, что то же самое, вы должны 
посмотреть, нельзя ли так разделить уравнение на две рав- 
ные части, чтобы из каждой из них вы могли извлечь корень. 
А это можно сделать при помощи следующего метода. 124 

Расположите уравнение по измерениям какой-либо буквы 
так, чтобы его члены, соединенные присущими им знаками, 
были все вместе равны нулю и чтобы высший член имел 
положительный знак. Затем, если уравнение — квадратное 
(ибо, аналогии ради, мы присоединим и этот случай), вы- 
чтите из обеих сторон низший член и прибавьте четверть 
квадрата коэффициента среднего члена. 

Так, если дано уравнение 
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1 
вычтите из обеих сторон— 6 и прибавьте <; 4? Получится 
гад а? = - 1 а?; 
4 4 ° 


если извлечь из обеих сторон корень, то вы получите, что 


1 1 1 
Ну тт“ или а и 


Если уравнение имеет четыре измерения и есть, скажем, 
а раз аа та -- 5 =0, 


где р, 4, г, $ обозначают коэффициенты членов уравнения 
с присущими им знаками, то положите 


1 и 1 
2 — — 2 — 
р —= о, Г «р — 5 и —%. 


Затем обозначьте через п какой-либо целый общий дели- 
тель В и 26, который не является квадратом и который дол- 
жен быть нечетным и при делении на 4 давать в остатке 1, 
если какое-либо из двух чисел р и г нечетное. Обозначьте 


также через А какой-либо делитель величины ы ‚ если р— 
т 


четное, или же половину нечетного делителя, если р — не- 
четное, или еще — нуль, если делимое В есть нуль. Вычтите 


1 
получающееся частное из _. рЁ и половину остатка обозначьте [. 


и —- п? 
Положите т — Ои посмотрите, делится ли (0? — 5 напи 


будет ли корень из этого частного рациональным и равным 4. 
Если это случится, прибавьте с обеих сторон уравнения по 
пЁ?х? | 21 -- пР; извлекая из обеих сторон корень, вы 
получите, что 


я --рг-- 0 = дут. 
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Пример. Допустим, что предложено уравнение 
24 - 12% —17 =0. 


Так как р и 4 в нем отсутствуют, г == 12 и $ = — 17, то при 
подстановке этих чисел вы получите, что х ==0, В = 12 и 
с = — 17. Единственный общий делитель В и 20, или 12 и 


— 34, есть 2, т. е. п будет 2. Далее, В —би в качестве & 
. В 


нужно последовательно испытать делители б6, т. е. 1, 2, 3 


и 6, а в качестве { нужно испытать соответственно — 3, 
3 4 © —- п^? 
-э=, -— 1, — 5. С. другой стороны, О равно ие 
*— с 2 17 
т.е, А. Далее, и” ‚т. е. И". должен быть 
Г . 


равен /. Если вместо Ё взять четные числа 2 и 6, то О 
соответственно будет 4 и 36 и 0? — $ будет нечетным числом 
и, следовательно, не может делиться на п или 2. Значит, 
числа 2 и 6 следует откинуть. Если же вместо # взять 1 и 3, 
то (0 будет 1 и 9, а 0? — 5 будет соответственно 18 и 98. Оба 
эти числа делятся на п, и корни из частных извлекаются. 
Эти корни суть Зи --7; но только корень — 3 равен 
одному из значений /. Поэтому я полагаю А =1, [= —3 
и О =1 и прибавляю к обеим сторонам уравнения вели- 
чину 72/25? -|- 2115 |- пр, т. е. 217 — 125 +- 18, что дает 


А -- 242 41 = 252 — 12% - 18 
и после извлечения квадратного корня 
22--1=хИ 2—3У 2. 


Если вы желаете избежать также извлечения корня, поло- 
жите 


1 — 
ег --0 = Уп (#х РП; 
тогда вы найдете, как и ранее, что 


2? 41 =-НИУ 2(5—3). 
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Вновь извлекая корень из этого уравнения, вы получите, 
что 


4 — 14 __ — 
= 532. 
.е., в соответствии с различными знаками, 


"= ЗИ? ЗУ 3—5 


- 


а также 


И 


Таковы четыре корипя предложенного уравнения 
14 | 12% — 17 =0. 
Однако два последних из них — невозможные. 
Допустим, что предложено уравнение 


2^ — 623-5812 — 114 — 11 =0. 


Если вместо р, 4, Г и $ написать соответственно — 6, 

: 1 
— 58, — 114 и — 11, то — 67 =а, — 3145 =Ви — 1133 —=%. 
Единственным общим делителем чисел В и 26, или — 315 и 


4533 
=>, является 3. Таким образом, п здесь есть 3 и дели- 


тели В, или —105, суть числа 3, 5, 7, 15, 24, 35 и 105, 


п 


которые и следует поэтому испытать в качестве Ё. Я испы- 


тываю сперва 3 и, разделив В на &, или — 105 на 3, 
п 


18 Ньютон. Всеобщая арифметика 
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1 
вычитаю получившееся частное — 35 из 5 рЁ, или из — 33. 


Остаток будет 26, половина чего 13 должна быть равна /. 
& —- пк? — 6727 

Но ме, или —^, т. е. —20 равно О, значит, 

(0? —5 будет 411, что делится на п или 3; однако корень 

из частного 137 не извлекается. Поэтому я отбрасываю 3 и 


в качестве А испытываю 5. Частное от деления в на А, или 
й 


.1 
— 105 на 5, теперь есть — 21, что после вычитания из 5 РЁ, 


или из —3Ж5, дает в остатке 6, половина чего 3 и будет (. 
и ‚т. е. = 7 
0*— 5, или 16 -- 11, делится на п. Корень из частного, рав- 
ного 9, т. е. 3, совпадает с (. Отсюда я заключаю, что /[=3, 
Е =5, О =4ип = 3. Если прибавить к обеим сторонам урав- 
нения п? Г 2пЫх -- пб, или 17522 -- 90% -- 27, то можно 
будет из каждой стороны извлечь корень и получится, что 


Значит, (0, или ‚ есть число 4 и 


ра о =Уп(- 1), 


или же, что 
2? — 35-4 = БУ 3(5%-2 3). 


Если корень извлечь вторично, то мы найдем, что 
З+5У 3 уз 
д = И И й= —. 


Точно так же, если предложено уравнение 


1% — 9238 — 1522—2712 2 9=0 


и вместо р, 4, г, $ написать соответственно —9, — 15, —27 


и 7 
и —- 9, то 5: =%, —50==В и 25 =6. Общие делители 
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405 135 
В и 26, или —> и, суть 3, 5, 9, 15, 27, 45 и 135. Но 
9 есть квадрат, а числа 3, 15, 27, 135 при делении ва 4 не 
дают в остатке единицы, как то требуется в силу нечетности 
числа р. Поэтому я отбрасываю все эти числа и в каче- 
стве И остается испытать только э и 45. Возьмем сперва 


п —=5. В качестве А нужно будет испытать половины нечет- 


. В 81 3 9 97 84 
ных делителей —, или ——, т.е. —, —, —, —, —. Если 
п 8 2 2 2 2 


1 81 
взять А равным Е ‚Юо то частное — Г возникающее при де- 


В 


1 9 
лении — на К, после вычитания из 5 ре, или — 1, вкачестве 
п 


2] дает в остатке 18. Далее, о — — 2 будет О, и 0?- 5, 


или — 5, действительно, делится на и, или 5. Однако корень 
из отрицательного частного —1 невозможен, между тем как 
он должен был бы быть 9. Отсюда я заключаю, что Ё не 


4 3 
может быть 5) и поэтому проверяю, не будет ли оно равно 5 


81 3 
Частное от деления -В на К, или —= ца от. 6. — 27, 
п 


1 27 
я вычитаю из 5 РА, или —-, Ив остатке получаю 0. Та- 
&-|- в? : 
ким образом, теперь { будет равно 0. При этом =_= 3 =0 


и 0—5 есть нуль. Вместе с тем и значение {, равное кор- 
ню из 0?— 5$, деленного на п, оказывается равным нулю. 
Таким образом, эти величины совпадают, и я заключаю, что 


3 
п —=5, Ё == >, 1 =Ои О ==3. Поэтому если к обеим сторо- 


нам предложенного уравнения прибавить члены 1425? -—- 


Гл 2 
- 28 хп, т.е. ©. и извлечь из обеих сторон квадрат- 


ный корень, то получится, что 


я рг-- 9 =У в (= - 2, 


18* 
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2 _— Та-3=-—- У 52. 


При помощи этого же метода приводятся также буквен- 
ные уравнения. Если, например, 


1 — 2423 -- (24? — с?) д? — 2а3х -- ай =0 


и если вместо р, 4, ги $ подставить соответственно — 24, 
24? — с?, — 203 и - @^, то вы получите, что = а? — 6*?, 


3 1 1 
В = — 46? — ис = = ай -|- 5 42? — с с4. Общий делитель 


величин Ви 2Сесть а? -- 6?, что и будет, следовательно, п, 


В 


а —, или — а, имеет делителями 1 иа. Но так как п 
п 

имеет два измерения, а ИУ п должно иметь не более одного, 

то Ё не будет иметь измерений, значит, оно не может быть а. 


В 


Положим поэтому Ё равным 1 и, разделив — на А, вычтем 
т 


1 
частное —а из о РА, или — а; в качестве значения / полу- 


х-- п? 


о 


чится нуль. Далее, ‚ или @?, есть О и 0?*—$, или 


4“ — 4“, есть 0; таким образом, для {/ снова получится зна- 
чение нуль. Это показывает, что величины п, Ё, Ги О най- 
дены правильно. Если к обеим сторонам предложенного 
уравнения прибавить члены 1425? | 2пх пр, т.е. а? 
—- с21?, то корень из обеих сторон извлечется и извлечение 
корня даст, что 


ре 0 —=УИ п (2-60, 


2? — ах -Ё а? = + Иа? Ре. 


Извлекая корень снова, вы получите, что 


1 1 ——5 1 1 ——< 
узи и р мая -а. 
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Я применял до сих пор правило к извлечению иррацио- 
нальных корней, но его можно употреблять и для извлечения 
рациональных корней, если в качестве величины И взять еди- 
ницу. Таким образом вы можете исследовать, не имеет ли урав- 
нение, свободное от дробных или иррациональных членов, ра- 
ционального или иррационального делителя двух измерений. 
Если, например, предложено уравнение 


1% — 23—52? | 125 —6 =0, 


10, подставляя вместо р, 4, г и $ соолветственно числа — 1, 
.. 1 3 
—5, 12 и —6, вы найдете, что и =, В=9-. Если 
В 


75 
положить П = 1, то делители —, или =, суть 1, 3, 65, 15, 
п 


25, 15, и так как р нечетное, то в качестве Ё следует испы- 


5 
тать их половины. Если в качестве А мы испытаем 5) 


1 
то вы получите, что 5 РА — = ——5, а половина этого 
п 
5 , 2 1 * — 1 
— —— =/. Далее, ии 1 о бОие ` =6—_, корень из 
2 2 2 п д 


чего совпадает с 4. 
Отсюда я заключаю, что величины п, А, [, О найдены 
правильно и что если к обеим сторонам уравнения прибавить 


члены ий?” —- 20 о, т.о. бд — 12 5-| 6, то 


корень из каждой стороны извлечется. При этом извлечении 
получится, что 


ре 9 = Ипа -- 9, 


И ОНИ 11—21 \ 
т гра =-1х (2:2 25), 


или 


1? —34—3=0 
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12 25—22 =0. 


Таким образом, предложенное уравнение четвертой степени 
делится на эти два квадратных уравнения. Однако рацио- 
нальные делители такого рода можно быстрее находить по 
другому способу, изложенному ранее. 

Если величина В имеет много делителей, так что ис- 

п 

пытать их все в качестве было бы делом трудным, то число 
испытываемых делителей можно быстро уменьшить, найдя 


1 
все делители величины $5 — - ’?. Дело в том, что величина 0 


должна быть равна какому-либо из этих делителей или же 
половине какого-нибудь нечетного делителя. 'Гак, в послед- 


1 9 ., 
нем примере $ — т есть —, и какой-либо из ее дели- 


. 1 
телей, 1, 3, 9, или какая-либо из их половин, ее 
и должна быть равна 0. Поэтому, испытывая в качестве А 
. 1 3 6 
только половины делителей величины В, т.е. —, 5.5, 
п 2 2 


15 25 75 
—, — —, я откидываю все те, которые не обращают 


272 7 
1 р 21| 1 
ап ‚ или т: ‚ т.е. О, в одно из чисел 1, 


1 3 9 1 3 1 
3, 9; —, =. Но если вместо А написать — ‚ —, 5. , 15 
2 2 2 2—2 2 2 


и т. д., то для © получатся соответственно числа -5, 


3 1 51 
—>, +, —- —- ит. д., из которых среди названных чи- 


2 
1 3 3 1 
сел 1, 3, 9; 55) .. встречаются только —— и 5 От- 


3 3 
брасывая поэтому все прочие, я полагаю Ё = и О = — 5, 


5 1 
или же # = и 9 = 5 Эти два случая и нужно исследо- 
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вать. Относительно уравнений четырех измерений сказано 
уже достаточно. 


Если требуется привести уравнение шести измерений 


26 раб -- 92% Е газ | 52 Г шо ==0, 


то положите 


4 
— — а — — — — —_ — —^ 
Ч—-Р %, г — ра В, $ > РВ /, 
у =, [— 58 = 1, Г 
0—1 =. 


Затем возьмите в качестве п какой-либо целый общий 
делитель величин 25, %, 20, не являющийся квадратным чис- 
лом и не делящийся на квадратное число, а также дающий 
при делении на 4 в остатке единицу, если какая-либо из 
величин р, г, # нечетная. Если р четное, то в качестве А 


., .. л 
возьмите какой-либо целыи делитель величины — ; если р 


С) 
. 


нечетное, то — половину какого-либо нечетного делителя; 
если же ^ есть нуль, то — нуль. В качестве © возьмите вели- 


1 1 .. 
чину 5% 5 ПА”. В качестве / возьмите какой-либо дели- 


9" — 9р—# 
тель величины ———————_, если () целое, и половину ка- 
п 


кого-либо нечетного делителя, если О есть дробь со знаме- 


5) 9т— 9*р—1 
нателем 2, или, наконец, нуль, если величина -———_—— 
п 


4 1 .. 
есть нуль. Положите А = 7—5 Ор--пё[. Затем испытайте, 


делится ли Ю— 9 на И и извлекается ли из частного 
корень и, кроме того, будет ли этот корень равен как 
1 
9—1 


2 В — п? — 3 
величине ————_, так и величине ЧЕРИ, Если 


Я 21 
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все это будет иметь место, то обозначьте этот корень 11, а 
вместо предложенного уравнения напишите такое: 


ря -- Ох = У п 1х т). 


В самом деле, если возвести в квадрат обе стороны этого 
уравнения и перенести все члены в одну сторону, то из него 
получится предложенное уравнение. Если же в рассматри- 
ваемом случае все эти вещи не будут иметь места, то при- 
ведение будет невозможно. если только заранее было выяс- 
нено, что уравнение не приводится при помощи рациональных 
делителей. 
Допустим, например, что предложено уравнение 


х6 — 2ах5 -- 202 х4 —- 2а02х3 — (24292 — 2а36 —- 4а63) х? 
-- 34264 — 046? — 0. 


Если вместо р, (4, г, $, Ё и © написать соответственно —2а, 


—- 262, | 2462, — 24726? -|- 2436 — 4263, 0 и 3а?6* — а46?, то: 
9, == 26? — 92, В = 406? — 93, ту == 2436 —- 2426? — 4а63 — а^, 


ара ами р 
т = —> а5 + 34362 — 4464, 0 =: — 9264 —- аб? — а. 


Величины 25, ли 29 имеют общим делителем а? — 26? или 
262 — а*, смотря по тому, будет ли больше а? или 26. До- 
пустим, что а? больше, чем 262, тогда, поскольку ПИ всегда 


С 


должно быть положительным, а? — 26? =ип. Далее - есть 
п 


4 у 
— 5 а? 2аб —6 1 есть — 03-2 2а? ип 9 есть 
) | 
4 2 п 2 т 
1 1 С 0 72 ^. 
— — 24 — а?Ь?: следовательно, -—> Хх — — или —— , есть 
ГА -- 2 ) д 9 п 81? ? 2п2 ; 


1 3 
32° — :. а — 1 04? | - 4363 — зе, делители чего суть 


1, а, а?. Но так как У п не может иметь более одного измере- 
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ния, а / п —одного измерения, то й не будет иметь измерений и, 
следовательно, может быть только числом. Поэтому я отбрасываю 


2 - 1 
аи а?, и в качестве # остается только 1. С другой стороны, 59 -- 


1 — Ор — 
75 7" дает для О значение 0, и "С Р-Т также 
й, 


есть 0; следовательно, /, которое должно быть одним из делите- 


., 1 ‚1 
лей последней величины, будет 0. Наконец, -г— рО-- п 


дает для А значение а6?. Величина АВ —9 есть — а?64-—- 
-|- а4?, что делится на п, или а“ — 262; частное будет 476? 
и из него можно извлечь корень, равный а6. Если взять 
этот корень с отрицательным знаком, т.е. взять — аб, то он 


1 
ОЕ — — 1 


<>» 0 
не будет неравным неопределенной величине ‚ или =, 
п 


2 ——_ 2 __ 
и будет равным определенной величине ЕР. И. 
п 


Поэтому этот корень — аб будет т и вместо предложенного 
уравнения можно написать 


в 22 0+ В =У п? т), 


23 — 22? -Р аб? = У а? — 26?(х? — а6). 


Правильность этого вывода вы можете проверить, возведя 
в квадрат стороны уравнения и перенеся все члены в одну 
сторону. В самом деле, эти действия приведут к уравнению 


16 — 2а25 -|- 26025 -- 24623 — 242625? —- 
—- 243652 — 446352 —- 34264 — а46? = 0, 


которое и требовалось привести. 
Если уравнение будет восьми измерений, 


28 -- ри’ -Р 428 —- гб | 524 | 8 -- 04? их -- 3 = 0, 
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то положите 


= ——Р’, В=и— — ар, 8—8 — 594, 
6 Е риф, & — о— и — 81, 


и затем найдите общий делитель величин 2$, 2, 26, 8\, ко- 
торый является целым неквадратным числом, не делящимся 
на квадрат, а также дающим при делении на 4 в остатке еди- 
ницу, если какая-либо из чередующихся величин р, г, $, и — 
нечетная. Если такого общего делителя не имеется, то урав- 
нение, наверное, не может быть приведено при помощи из- 
влечения иррационального квадратного корня; и если оно 
не может быть приведено таким образом, то вряд ли найдется 
общий делитель всех этих четырех величин. Рассмотренные 
до сих пор операции представляли собой исследование во- 
проса о приводимости или неприводимости уравнения. Так 
как, однако, подобные приведения возможны бывают редко, 
то такое исследование по большей части проводится в конце. 

Аналогичным образом можно установить неприводимость 


уравнения десяти, двенадцати или большего числа измерений. 
Если, например, 


210 | раз 428 -- га" -- 526 -- 125 —- 04% 
-- ах3 | 62° - 5 Ра = 0, 


то положите 


9 2 И 
—1{— 1 Що Ах — Ло 1 2 
6 =} 5 РУ — > ав, = =© рб гот СВ’, 
4 4 
Саре 98 — В, 1-8, 
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Далее, найдите такой общий делитель пяти величин 2=, 26, 
Зи, 40, 8х, который был бы целым и неквадратным числом, 
при делении на 4 дающим в остатке 1, если какая-либо из 
величин р, Г, &, а, с — нечетная. 

Если дано уравнение двенадцати измерений 


дл? | рай | 0210 | га? -- 528 -- 17 -- 06 -- а -- 
—- 624 | сз 422 + её -- } = 0, 


то положите 


1 1 4 
х—9- РР, =, у — Во, 


| 1 1 1 1 1 
= — — ру — — 98, = —— рб — му — — В? 


Затем вы должны будете найти целый и неквадратный общий 
делитель шести величин 25, 8%, 40, 8х, 4^, Зи, дающий при 
делении на 4 в остатке единицу, если какая-либо из величин 
р,г.:, а, с,е— нечетная. 

Таким образом вы можете продолжать без конца и в слу- 
чае, когда такой общий делитель не найдется, предложенное 
уравнение всегда будет неприводимо при помощи извлечения 
иррационального квадратного корня. Если же такой дели- 
тель п будет найден и будет иметься надежда на последую- 
щее приведение, то его можно попробовать провести, следуя 
этапам действий, которые мы покажем на примере уравнения 


восьми измерений. 
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Найдите квадратное число, при умножении на п дающее 
такое произведение, которое в сумме с последним членом 2 
уравнения, взятым с0 своим знаком, представляет собой 
квадратное число. Это быстрее всего осуществить следующим 
образом: последовательно прибавляйте к 5, если п число 
четное, или к 42, если П нечетное, величины п, 3, 5, 7П, 
Эп, 11п ит. д., — до тех пор, пока сумма не окажется рав- 
ной какому-либо числу из таблицы квадратных чисел, кото- 
рая, как я предполагаю, имеется У вас под руками. Если 
такое квадратное число не встретится раньше, чем квадрат- 
ный корень из этой суммы, увеличенный на квадратный 
корень избытка этой же суммы над последним членом 
уравнения, окажется вчетверо больше, нежели наибольший из 
коэффициентов предложенного уравнения р, 4, г, $, 1, Фит. д., 
то продолжать испытание дальше будет незачем, ибо тогда 
Уравнение приведено быть не может. Но если такое квадрат- 
ное число встретится, то при п четном мы обозначим его 
5—5 


п 


—й. 


корень 5, а при п нечетном 25 и положим и 


При этом, если и четное, 5 и Й должны быть целые числа, 
а если п нечетное, 5 и й могут быть дробями со знаменате- 
лем 2. И если одно из них есть дробь, то дробью должно 
быть и другое. То же самое следует сказать о находимых 
далее числах Ви т, Ои1, Рий. Все числа © и й, которые 
можно будет найти в указанных пределах, должны быть за- 
несены в таблицу. 

В качестве нужно затем последовательно испытать все 


1 
числа, для которых иА--— р не больше учетверенного наи- 
2 


большего коэффициента уравнения. Во всех случаях положите 
и 

—- 
тайте все числа, для которых 11 -- 0 не больше учетверенного 
наибольшего коэффициента уравнения. При каждом испытании 


— 0. После этого в качестве / последовательно испы- 
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2 и = В. Наконец, в качестве т вы 


берите — ПР 28 
й 


должны последовательно испытать все числа, для которых 
пт = В не больше учетверенного наибольшего коэффициента 
уравнения; при этом вы должны всякий раз следить за тем, 
будет ли, при условиях $— 0? — рВ -- п =2Н и Н- 
—- пет = 9, число 5 являться одним из чисел, занесенных 
ранее в качестве э в таблицу, а также за тем, будет ли 
другое, связанное с этим 5 число, занесенное вту же самую 


285— 
таблицу в качестве Й, равно трем величинам - 


2 тп, 
205 -- В— о — тп И р5 -- 208 — 1 — 2щт , 
21] 2 
случай, в котором все это выполняется, то вместо данного 
уравнения вы Должны написать такое: 


ра? -- 022 Вх = У п (8-е тх РИ). 


Допустим, например, что предложено уравнение 
18 | 427 — 16 — 1015 -Р 55% — 553 — 1052 —10%—5 = 0. 
Тогда 


Если встретится 


ат = -1—4= 5, 
гори — 10-10 =0= В, 
р 
р ва, 
офф = — 10—22 -=ь, 
и——- = —10=5, 

АБ 26 345 
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Таким образом, 25, 2=, 20, 84 суть соответственно 5, , 
— 345 .. 
— 20 и 8 Их общий делитель есть 5, что при делении 


на 4 дает в остатке 1, как и должно быть при нечетности 
коэффициента $5. 

Найдя таким образом общий делитель ий, или 5, что 
подает надежду привести уравнение, я, поскольку этот 
делитель нечетный, последовательно прибавляю к 45, или 
к — 20, числа п, 31, 5п, п, Эп и т. д., или 5,15, 25, 35, 45 
и т. д., и получаю — 15, 0, 25, 60, 105, 160, 225, 300, 385, 480, 
585, 700, 825, 960, 1405, 1260, 1425, 1600. Квадратами здесь 
являются лишь числа 0, 25, 225 и 1600. 


, 5 1 
Поэтому я беру половины корней этих чисел 0, 5, - ‚20 и 


заношу в таблицу в качестве значений 5; в качестве / я за- 


52 —3 3 7 


ношу соответственно значения и ‚ т.е. 1, 5 
п 


Однако, поскольку 5 ий при ©, равном 20, и Й, равном 9 
дает 65 — число, которое больше учетверенного наибольшего 
коэффициента уравнения, я отбрасываю 20 и 9 и в таблицу 


заношу только остальные числа 
В 1,31, 


5 0, 5], 15|. 

Затем я испытываю в качестве Ё все числа, для которых 
1 . 
>. р--пА, или 2--5Ё, не болыше, чем 40 (учетверенный 


наибольший коэффициент уравнения), т.е. числа —8, —7, —6, 
—5,—4, —3, —2, — 1,0, 1,2, 3,4,5,6,7, и в качестве © 
па 52 —5 


беру 5 ‚ или —_ ‚ т. е. соответственно числа 
315 175 75 15 —5 15 75 175 
-^, 120, —, 60, —, 20,-—,0, — --, 20, —,60, -——, 120. 
р) й ; р) ) ; р) ; 0, р. , , р. 3 7 р) , 9 р) 9 ы р) _ 


Но так как О--п/, и тем более 9, не должно превосхо- 
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1 — 
дить 40, то я замечаю, что должен отбросить ры 120, 272 


2 2 
и 60, а также соответствующие им — 8, —7, —6, —5,5, 6,7. 


Значит, в качестве К нужно испытать только числа — 4, — 3, 


—2, —1,0, 1,2, 3,4, а в качестве О — соответственно лишь 
15 —5 
— 0, 


15 7 
числа > 20 —_, 0, =, 20, Испытаем —1 в каче- 


стве Ё и 0 в качестве О. В этом случае в качестве / нужно 
последовательно испытать все числа, для которых О п/ 
не больше 40, т. е. все числа между 10 и — 10, а в каче- 


2В — при? 
стве А нужно соответственно испытать числа те ИРА = эр, 


или —5—5/ т.е. — 55, —50, —45, —40, — 35, — 30, — 25, 
— 20, —15, — 10, —5, 0,5, 10, 15,20, 25, 30, 35, 40, 45, среди ко- 
торых можно отбросить три первых и последнее, ибо они 
больше сорока. 

Испробуем в качестве { число —2 и в качестве В 
число 5. В этом случае в качестве т нужно будет испы- 
тать все числа, для которых А-+-пт, или 5-Е 5т, не бо- 
лее 40, т. е. числа между {7 и —9. Затем, полагая 
$ — 02 — РВ п, т. е. 5 —20-Г 20, или 5 =2Н, нужно бу- 


5 
дет посмотреть, может ли Н -- пАт, или 5 — 5 т, быть = 5, 


65 55 _ 45 _ 35 25 


т. е. найдется ли среди чисел — о} 5 5, 5’ 
15 5550350560178 какое-нибудь, рав 
2’ 9’ 9’ 97070’ Ул, Р 


5 15 
ное одному из чисел 0, =, = 5) занесенных ранее в таб- 


лицу в качестве 5. Таких чисел мы здесь обнаруживаем че- 


15 5 5 15 
тыре, а именно —-, —-,`_, о, Которым соответствуют 
7 3 3 7 ., р 
числа -- >’ => р => р =>, записанные в той же таблице 


в качестве й, а также числа 2,1,0, —1, подставляемые вме- 


5 
сто т. Если мы в качестве 5 испытаем —5, в качестве т — 
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3 
число 1 и в качестве й — числа => ‚ то вы получите, что 


205—ш _  — 25-10 _ 3 
т № = 
И 
205 —- А? — в — пт? _ 25 - Ю©—5 _ 3 
21 —_ — 0 = 2’ 
И 
рэ --20А —г—2щт _ —10--5--20 _ 3 
от 29° 
Так как во всех этих случаях получается — >, или Й, то я 


заключаю, что все числа найдены правильно: Следовательно, 
вместо предложенного уравнения вы должны написать 


ив > раз Ол? Вх 5 = И т (- + та-ь, 
т. е. 


| 28 55—25 —=уУ5 [2 2—15). 


Действительно, если возвести обе стороны этого уравнения 
в квадрат, то получится первоначально предложенное урав- 
нение восьми измерений. 

Если бы при испытании всех чисел ни в одном случае 
все указанные значения Й не совпали, то это свидетельство- 
вало бы о том, что при помощи извлечения иррационального 
квадратного корня уравнение привести нельзя. 

Эдесь можно было бы кое-что рассказать относительно 
сокращения этих вычислений, но я оставлю это в стороне 
ради краткости, учитывая весьма малую полезность столь 
громоздких приведений. Я скорее желал показать самую 
возможность последних, чем практически удобные приемы. 
Таковы приведения уравнений при помощи извлечения ирра- 
ционольного квадратного корня. | 
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Я мог бы теперь присоединить изложение приведения 
уравнений при помощи извлечения иррационального кубиче- 
ского корня. Однако они редко бывают полезны и кратко- 
сти ради я пройду ‘мимо них. 

Однако если бы я совсем оставил в стороне некоторые обще- 
известные приведения кубических уравнений, то читатель, 


пожалуй, смог бы усмотреть в этом пробел. Допустим поэтому, 
что предложено кубическое уравнение 


23 « | ддт = 0, 


в котором отсутствует второй член (из сказанного нами ра- 
нее ясно, что всякое кубическое уравнение может быть при- 
ведено к такому виду). Положим х =а --6. Тогда 


аз | 346 -- Заё? -|- 63 (т. е. 23) | 4% + тг==0. 


Положим еще, что 


За? | За? (т. е. 3абх) -- 4х =0, 


тогда 
аз 6 + т=0. 
Из предшествовавшего уравнения 6=—:. и, если возве- 
[ил 
6 -_т. п 
сти в куб, — сз оэтому из последнего уравнения 
(92 
3 93 0 
14° — Г — 
27 аз — ) 
или 


3 
а8 —- газ = 9. 
27 


Извлечение неявного квадратного корня даст 


1 Л 3 
43 — — Р-Н — 7? т. 
2 И: + 27 


19 ньютон. Всеобщая арифметика 
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Извлеките кубический корень и вы получите а. Но выше 


вы имели, что 6 = = и х=а-Р6. Значит, корнем пред- 
1 
ложенного уравнения является а— 9. 15 


За 
Пусть, например, предложено уравнение 


уз — бу? 1 бу-1 12 =0. 


Для уничтожения второго члена положите хх 2=у; 
получится 


23 -— бд -|. 8==0. 


Здесь (= —6, г=8, - ?— 46, а —=—8, = —4- У8 
а—-. —=д и х-2==9. Следовательно, 
[7А 
уу 48 Е. 
/ —У8 


Таким путем можно извлекать корни всех кубических 

уравнений при положительном 4 или же, если 4 отрицательно, 
3 1 

при условии, что р не больше, чем - у?, т.е. когда два кор- 


ня уравнения невозможные. Но если 4 отрицательно и вместе 


4? 1 о 1 
с тем — больше, чем — 72, то 
27 4 | 4 


2—4 слановится невоз- 
27 
можной величиной, и в этом случае корень уравнения, 
х или у, представляется невозможным; между тем в этом 
случае имеются три возможных корня. Все они подобны отно- 
сительно коэффициентов уравнения р иди обозначаются без- 
различным образом буквами хи у. Следовательно, все они 
должны были бы извлекаться при помощи того же закона и вы- 
ражаться таким же образом, как извлекается или выражается 


какой-либо из них: однако все три невозможно выразить 


при помощи приведенного закона. Величина а, обозна- 
а 
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чающая х, не может быть многозначной; в силу этого, оче- 
видно, невозможно предположение, что в случае, когда х 


трехзначный, он может быть равен двучлену а — = или а--6, 
а 


сумма кубов членов которого равна т, а утроенное произведе- 

ние 3а6=4. Неудивительно, что из невозможного предпо- 

ложения последовало и невозможное заключение. 126 
Существует еще другой способ выразить эти корни. 


1 
Вычтите из аз —- 63 | г, т. е. из нуля, а3 т, или = "Е 


1 1 3 
8 — — фу — 72 т... 
2 - 4 ва 


Поэтому 
3 —_—рМррБл ззьрвпылмьъункБитоктшпдДы ДД 1 
1 1 93 
2 — & - 27 
И 
3 
у 1 4 
—= ——7—- — та ‚ 
2 А + 27 
ИЛИ 
3 —_ 
1 о 4? 
а= У — и И —®- — 
2 А + 27 
И 


у не 
5 Ур+ И те. 
ы" о 


Следовательно, их сумма 
——х — 92 | — 1, У-н — =. 
2 - И + 27 - 2 в, и 27 


При помощи корней кубического уравнения можно также 
извлечь и выразить корни уравнений четвертой степени. 
19* 
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Прежде всего ‘вы должны удалить второй член уравне- 
ния. Допустим, что получившееся при этом уравнение есть 


2“ -|- 422 -- 7% -- 5=0. 
Предположите, что это уравноние возникло от перемножения 
двух уравнений 


2 | ех-- ]1=0 
д? — ед —- в=0, 
т.е. что оно совпадает с уравнением 
4» | (а е)® + (ев —е) = 8=0. 
Сравнивая члены, вы получите 
а — 2—4, ев—е]==7 И [8 =5. 
Таким образом, 


ан е* =] - 5, —=8-— 1, 


г 2 
анте а- #— — ее тет, 
е е 


а ен И: 


и после приведений 
еб -|- 24е* —- (4? — 45) е*— т =0. 


Напишите у вместо е? и вы получите кубическое уравнение 


3 2 а — у? — 
УВ 24° -- (Ф— 4 уг =0, 
из которого можно удалить второй член и затем извлечь 
корень либо по предыдущему правилу, либо как-нибудь иначе. 
Найдя этот корень, вы должны будете пойти обратным путем, 
полагая 
Р г 
че вет. 


И еб нв 
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Извлечение корней двух уравнений 


12 | её -|- }=0 И 12 —ех | в=0 
даст четыре корня уравнений четвертой степени 


А | 92? -- тд -- $=0, 


ЧТо А о 
д — — Те — е? — } И ны 8. 127 
2 


При этом заметьте, что если четыре корня уравнения чет- 
вертой степени — возможные, то возможными будут и три 
корня кубического уравнения 


УЗ 2492 -| (4° —4$) у" =0, 


и, следовательно, их нельзя будет извлечь при помощи пре- 
дыдущего правила. Замечу, что если, удалив каким-либо 
образом промежуточные члены уравнения пяти или более 
измерений, мы превратим его неявные корни в явные, то вы- 
ражение для корней будет невозможным во всех случаях, 
когда возможными являются более чем один корень у урав- 
нения нечетного измерения или более чем два корня у 
уравнения четного измерения, которое нельзя привести при 
помощи ранее изложенного метода путем извлечения иррацио- 
нального квадратного корня. 128 

Изложенные‘ правила приведения Уравнения четвертой 


степени предложил г. Декарт. Допустим, например, что 
дано уравнение 


24—23 — 64? | 125—6==0, 


приведением которого мы уже занимались ранее. Удалите 


., 1 
второй член, положив 9 -- — =; при этом получится 
А 


4392 75 854 
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., 1 
Чтобы избавиться от дробей, напишите и д вместо Ф, тогда 


24 — 862 | 600; —851==0. 


Здесь —86=0, 600= и —851==5. Подставляя равносиль- 
ные значения в уравнение 


уз - 24? -| (4 — 4$) у — 1? ==0, 
вы приведете его к виду 


уз — 1729? + 10 800% —360 000=0. 


Испытывая все делители последнего члена 1, —1,2, —2,3, 
—3,4, —4,5, —5 ит. д.до 100, вы найдете в конце концов, что 
\=4100. Это же, впрочем, можно было бы найти значительно 
быстрее, применив мегод, изложенный ранее. Найдя у=100, 


г 
а-е—— 
е 
мы получим, что е ес;ь корень из у, т. е. 10, и , 
+е-+- 
` а е — 
—86 100—560 
т. о или —23 =}, и или 37 = в. 


Значит, уравнения 
1? её--}=0 И 12 —ех -- в=0, 


после замены т на 5 и подстановки равносильных величин, 
примут вид 


22° —- 105 — 23=0 и 22 — 105 | 37==0. 
5 
Если вместо < Восстановить теперь 9, то эти уравнения пре- 
образуются в 


о 14 
о ВО и о” =0 
2 16 2 16 


1 
Восстановите далее "— вместо о и вы получите 


12 | 2х —2==0 и 12 —Зх —- 3==0. 
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Четыре корня этих двух уравнений, х==—И-- УЗ и 


х И + ‚ совпадают с четырьмя корнями предло- 
женного ранее (стр. 48) уравнения 
14 — 123—542 | 127—6==0. 


Впрочем, их было бы легче найти при помощи разъяснен- 
ного ранее метода отыскания делителей. 129 
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До сих пор я излагал свойства, преобразования, пределы 
и способы приведения всех видов уравнений. Я не всегда 
присоединял доказательства, ибо они представлялись слиш- 
ком легкими, а иногда не могли быть изложены без докуч- 
ливых длиннот. Теперь остается лишь показать, как можно 
извлечь численным образом корни уравнений, уже приведен- 
ных к наиболее удобному виду. Главная трудность состоит 
здесь в определении двух или трех первых цифр корня, 
а это удобнее всего можно сделать при помощи геометриче- 
ского или же механического построения уравнения. Поэтому 
я присоединю здесь некоторые построения этого рода. 130 

Мы знаем от Паппа, что древние сперва тщетно пытались 
произвести трисекцию угла и найти две средние пропор- 
циональные при помощи прямой линии и круга. Затем они 
стали привлекать к рассмотрению некоторые другие линии, 
как конхоиду, циссоиду и конические сечения, и решать 
указанные задачи при помощи этих линий. Наконец, тща- 
тельнее изучив вопрос и включив конические сечения в гео- 
метрию, они разделили задачи на три рода, именно на пло- 
ские задачи, которые, ведя свое начало от линий на плоскости, 
могут быть решены при помощи прямой и круга, на телесные за- 
дачи, которые решаются при помощи линий, берущих начало из 


.{ 
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рассмотрения тела, именно конуса, и на линейные задачи, 
для решения которых требуются более сложные линии. 
Согласно этому различению, для решения телесных задач 
мы не должны применять никаких линий, кроме конических 
сечений, особенно раз в геометрию должны быть включены 
только прямые, круг и конические сечения. Однако совре- 
менные геометры пошли вперед значительно дальше, включили 
в геометрию все линии, которые можно выразить уравнени- 
ями, и разделили эти линии на роды в соответствии с измере- 
ниями их уравнений. При этом они установили закон, согласно 
которому вы не должны строить задачу при помощи линии 
высшего рода, если ее можно построить при помощи линии 
низшего рода. 

Я одобряю, что при рассмотрении линий и исследовании 
их свойств их разделяют на роды, согласно измерениям опре- 
деляющих их уравнений. Однако геометрической кривая 
является не в силу Уравнения, но благодаря ее описанию. 
Круг является геометрической линией не потому, что может 
быть выражен уравнением, но потому, что описание сего 
является постулатом. Выбор наших линий для построения 
задач определяется не простотой уравнения, но легкостью 
описания линий. В самом деле, уравнение параболы проще, 
чем уравнение круга, а между тем круг предпочитают пара- 
боле, ибо построение его проще. Ёсли рассматривать круг 
и конические сечения с точки зрения измерений их уравне- 
ний, то они относятся к одному порядку; однако при постро- 
ении задач круг к ним не причисляют, но в силу простоты 
его описания низводят к низшему порядку, именно к тому же, 
к которому принадлежит прямая линия. 

Поэтому оказывается подходящим построение при помощи 
круга и тех задач, которые можно построить при помощи 
прямой. Однако ошибочно строить при помощи конических 
сечений то, что можно построить при помощи круга. Таким 
образом, вы должны либо установить, что закон об измере- 
ниях уравнений следует соблюдать и для круга и вместе с 
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тем отбросить как порочное различение между плоскими и 
телесными задачами, либо же вы должны допустить, что для 
линий высших родов этот закон не нужно соблюдать так 
строго, но что некоторые такие линии из-за большей простоты 
их описания можно предпочесть в сравнении с другими 
линиями того же порядка и при построении задач отнести 
к линиям низших порядков. Из построений, в равной мере 
являющихся геометрическими, всегда следует отдать пред- 
почтение простейшему. Этот закон не допускает исключений. 
Но алгебраические выражения ничего не добавляют к про- 
стоте построений. Здесь следует принимать во внимание 
только описания линий, и лишь их имели в виду те геометры, 
которые объединили круг с прямой линией. И в зависимости 
от легкости или трудности описания линии оказывается лег- 
ким или трудным построение. 

Таким образом, природе дела чуждо устанавливать законы 
построений, исходя из чего-либо иного. Следовательно, мы 
либо должны вместе с древними исключить из геометрии все 
линии, кроме прямой, круга и, может быть, конических сечений, 
либо же принять их все, в соответствии с простотой их оциса- 
ния. Если бы в геометрию включена была трохоида, 131 то 
при ее помощи мы могли бы разделить угол в данном отно- 
шении. Станете ли вы упрекать тех, кто применит эту линию 
для деления угла в отношении двух чисел, упрекать на том 
основании, что эта кривая не определяется уравнением и 
что применять должно лишь те линии, которые определяются 
уравнениями? Если бы дело обстояло так, то для деления 
угла, например, на 10001 часть мы должны были бы приме- 
нить кривую, определяемую уравнением более ста измерений 
и которую не мог бы ни описать, ни, еще менее, уразуметь 
ни один смертный. И кто не нашел бы нелепым, если бы 
этой линии отдали предпочтение перед трохоидой, которая 
представляет собой хорошо известную линию, легко описывае- 
мую посредством движения колеса или круга. Таким обра- 
зом, либо трохоиду вовсе не следует включать в геометрию, 
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либо же при построении задач ее следует предпочесть всем 
линиям, описание которых труднее. То же самое относится 
и к другим кривым. 

По этой причине мы одобряем приемы трисекции угла 
при помощи конхоиды, которые Архимед в его „Леммах“ и 
Папи в его „Собраниях“ предпочли открытиям, сделанным 
в этом вопросе всеми другими геометрами. 13? Повторяю, либо 
мы должны исключить из геометрии все линии, кроме круга 
и прямой, либо допустить их все, в соответствии с простотой 
их описания. А в этом отношении конхоида не уступает 
ни одной линии, кроме круга. 

Уравнения суть выражения арифметических вычислений, 
и они, собственно говоря, не имеют места в геометрии, за 
исключением тех случаев, когда можно сказать, что одни 
действительно геометрические величины (т. е. линии, поверх- 
ности, тела и пропорции) равны другим. Умножения, деле- 
ния и тому подобные вычисления введены были в геометрию 
недавно и при этом неосторожно и в противоречии с основ- 
ной целью этой науки. Всякий, кто рассмотрит построения 
задач при помощи прямой и круга, найденные первыми гео- 
метрами, легко увидит, что геометрия была изобретена для 
того, чтобы мы, проводя линии, могли с удобством избегать 
утомительных вычислений. Поэтому не следует смешивать эти 
две науки. Древние столь тщательно отличали их друг от друга, 
что никогда не вводили в геометрию арифметические термины. 
Современные ученые, смешивая обе науки, утратили простоту, 
в которой состоит все изящество геометрии. 133 Арифмети- 
чески проще то, что определяется при помощи более про- 
стых уравнений, геометрически же проще то, что определяется 
при помощи более простого проведения линий; и в геометрии 
следует считать лучшим то, что наиболее просто с геометри- 
ческой точки зрения. Поэтому меня не следует упрекать, 
если я вместе с князем математиков Архимедом и другими 
древними применяю для построения телесных задач конхоиду. 
Впрочем, если кто-либо думает иначе, то пусть он имеет в виду, 
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что я забочусь здесь не о геометрическом построении, но 
о каком-либо приеме, при помощи которого мог бы крат- 
чайшим путем найти численное значение корней уравнений. 
С этой целью я предпошлю здесь в качестве леммы одну 
задачу. 

Между двумя данными прямыми АБ, АС вставить прямую 
ВС данной длины так, чтобы при продолжении она прошла 
через данную точку Р (фиг. 87). 

Если прямая ВС вращается вокруг полюса Р, а конец С 
одновременно движется вдоль прямой АС, то другой ее ко- 
нец В описывает конхоиду 
древних. Допустим, что 
конхоида пересекает ли- 
нию АВ в точке В. Про- 
ведите РБ, ее часть ВС и 
будет прямой, которую 
требовалось провести. Ли- 
нию ВС можно было бы 
провести по тому же пра- 
вилу и в случае, если бы 
вместо прямой АС взята 
была какая-либо кривая. 

Если кому-либо не нравится это построение при помощи 
конхойды, то его можно заменить другим — при помощи 
конического сечения. Проведите из точки Р к прямым АЛ, 
АЕ прямые РО, РЁ, образующие параллелограм ЕАОР, и из 
точек С и ДР опустите на прямую АБ перпендикуляры СЁ, 
ОС; из точки Е также опустите перпендикуляр ЕН на АС, 
продолженную за А. Положив АД==а, РОо=6, ВС ==с, Абд, 
АВ=х и АС=у, вы получите, что АР:АС=АС: АР и, 
значит, АЕ . Далее, АВ: АС=РО:СО, или же х:у= 


а 


Фиг. 87 


—=6:(а— 9); таким образом получается уравнение 


бу=ах— 2, 
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выражающее гиперболу: Затем на основании 13 предл. 2 кн. 
„Начал“, ВС? = АС? -- АВ? — 2РА Х АВ, т.е. 


24ху 
с = у -- 2 — ——. 
у - 


24 
Помножьте обе стороны первого уравнения на -— и вычтите 
а 


произведения из обеих сторон второго уравнения; в остатке 
получится 


с? — а =? | 22 — 24, 
, т. е. уравнение, выражаю- 
} щее круг, при условии, 
Т----5Р / что х и у образуют друг 
. ит с другом прямые углы. 
у Таким образом, если вы 


при помощи этих уравне- 
ний построите гиперболу 
и круг, то их пересече- 
ние даст вам хи у, или 
АВ и АС, которые опре- 
делят положение прямой 
ВС. Эти. прямые полу- 
чаются следующим обра- 
зом (фиг. 88). 

Проведите две прямые линии, КГ, равную АД, и КМ, 
равную РД, так, чтобы они образовали прямой угол 
МКТ. Дополните параллелограм КЁЕММ и через точку К 
опишите гиперболу [КХ, имеющую асимптотами ГМ, М№. 
На продолжении КМ за точку К возьмите КР, равную АС, 
и КО, равную ВС. На продолжении КГ, за точку К возь- 
мите АР, равную АЛ, и В5, равную ВАО. Дополните парал- 
лелограм РАЛТ и из центра Т радиусом Т5 опишите круг. 
Допустим, что этот круг пересечет гиперболу в точке Хь 
Опустите на КР перпендикуляр ХУ, тогда ХУ будет равен 


А 


/ 


24 


— — 


| ----ы 


2. 


Фиг. 88 
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АС, а БУ будет равен АВ. Эти две линии, АС и АВ, или же 
одна из них вместе с точкой Р-определяют искомое положение 
прямой ВС. Я не стану здесь заниматься доказательством 
этого построения и разбором различных его случаев, соот- 
ветствующих различным случаям задачи. 

Я сказал, что вы можете решить задачу при помощи такого 
построения, если вы считаете это подходящим. Но это реше- 
ние слишком сложно, чтобы оно могло служить для каких- 
либо применений. Это — чистое умозрение, но геометрические 
умозрения обладают изяществом лишь в той мере, в какой 
и простотой, и заслуживают похвалы лишьв той мере, в ка- 
кой могут оказаться полезными. Поэтому я предпочитаю 
построение при помощи конхоиды как более простое и не 
менее геометрическое, а также находящее специальное упо- 
требление при решении предложенных нами уравнений. 
Предпослав, таким образом, эту лемму, мы перейдем к ниже- 
следующему геометрическому построению кубических задач 
и задач четвертой степени (которые могут быть приведены 
к кубическим). 


Допустим, что предложено кубическое уравнение 
2 -Е 4х — т = 0, 


в котором отсутствует второй член, коэффициент третьего 
члена обозначен со своим знаком -- д и коэффициент четвер- 
того обозначен —-х (фиг. 89, 90, 91). 

Проведите какую-либо прямую КА и обозначьте ее п. 
Продолжив АЛ в обе стороны, возьмите КВ=-% с той же 

Г 

стороныл что и КА, если у вас будет -4, и с обратной 
стороны в противном случае. Разделите АБ в точке С попо- 
лам и из А, как центра, радиусом КС опишите круг СХ. Впи- 


Р 
шите в этот круг прямую СХ, равную — ‚ и продолжите ее в 
п 


обе стороны. Проведите АХ, также продолжив ее в обе сто- 
роны. Наконец, между линиями СХ и АХ впишите прямую 
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ЕУ длины, равной СА, так, чтобы при продолжении она могла 
пройти через точку К. Корнем уравнения тогда будет ХУ. При 


У 


Фиг. 59 


Лемма 1 


—- гте из корней, которые 
направлены от Х к С, по- 
ложительны, а те, кото- 
рые направлены в обрат- 
ную сторону, отрицатель- 
ны; но если у вас будет 
—, то дело будет обстоять 
наоборот. 


Доказательство 


Для доказательства я 
предпошлю следующие 
леммы: 


УХ относится к АК, как СХ к КЕ. Действительно, 
проведите КЕ параллельно СХ. Из подобных треугольников 
АСХ, АКЕ и ЕУХ, ЕЕК следует, что АС относится к АК, как 


СХ к КЬ, и УХ относится 
кУЁ, или АС, как КЕ к 
КЕ. Сложение отношений 
дает, что УХ относится 
к АК, как СХ к КЕ. 13% 
Ч. т. д. | 


Лемма 1 


УХ относится к АК, 
как СУк АК -|- КЕ. Дей- 
ствительно, сотшропеп4о 
получаем, что УХ отно- 
сится к АК, как УХ--СХ 
(т.е. СУ) к АК- КЕ. 
Ч. т. д. 


Фиг. 90 
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Лемма Ш 


КЕ— ВБК относится к УХ, как УХ к АК. Действительно 
(12 предл. кн. 2 „Начал“), УК? — СК*= СУ? — СУ Х СХ= 
—<(СУ ХУХ. Значит, если придать теореме вид пропорции, 
СУ относится к УК—СК, как УК-СК к УХ. Но УК — 
—СК =УК — УЕ СА-— 
— СК= КЕ— ВК, а УК 
- СК = УК-УЕ-СА- 
- СК =КЕ | АК. Поэто- 
му СУ относится к КЕ— 
— ВК, как КЕ Г АКкУХ. 
Но, согласно лемме 1, СУ 
относится к КЁ -\- АК, как 
УХ к АК. Тогда, в силу 
равенств, УХ относится к 
КЕ-— ВК, как АК к УХ, 
или КЕ— БВК относится к 
УХ, как УХ к АК. Ч. т. д. 

Предпослав это, мы докажем теорему следующим образом. 

В первой лемме мы имели, что УХ относится к АК, как 
СХ к КЕ, откуда КЕ Х УХ= АК Х СХ. В третьей лемме мы 
доказали, что КЕ — БК относится к УХ, как УХ к АК. 
Если умножить члены первого отношения на УХ, то полу- 
чится, что КЕЖХУХ —ВБКХУХ относится к УХ*, как УХ 
к АК, т.е. АК Х СХ — БК ХУХ относится к УХ?, как УХ 


к АК. Перемножая крайние и средние, мы получим, что 
АК? ХХС—АКХ ВК ХУХ—У Хз. Наконец, подставив обрат- 
9 Р 


но вместо УХ, АА, ВК и СХ соответственно х, п, —и—, 
п п, 


Фиг. 91 


мы получим уравнение 
т — 01=28. 
Ч. т. д. Нет нужды рассказывать вам о рассмотрении пере- 


мен в знаках, ибо они определяются в соответствии с раз- 
личными случаями задачи. 
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Допустим теперь, что предложено уравнение 


в ра +=0 
в котором отсутствует третий член. Для его построения, 
выбрав и, отложите на какой-либо прямой линии две длины 


Г 
АК=— и КВ==р, причем отложите их в одну сторону, 


= 


если ти р имеют одинаковые знаки, и в противоположные 
стороны —в противном случае. Разделите ВА в С пополам 
и из К, как центра, радиусом СК опишите круг. Впишите 
в круг СХ==п и продолжите ее в обе стороны. Затем прове- 
дите АХ и также продолжите ее в обе стороны. Наконец, 
между линиями СХ и АХ впишите линию ЕУ =<СА, так чтобы 
при продолжении она могла пройти через точку А. Тогда 
корнем уравнения будет КЕ. При —-т корни будут положи- 
тельными, если точка У окажется с той’же стороны от Х, 
что и точка С, и отрицательными, если точка У окажется 
с обратной стороны от Х; но если у вас будет — т, то дело 
будет обстоять наоборот. 

Для доказательства этого предложения обратитесь к чер- 
тежам и леммам предыдущего предложения; тогда вы най- 
дете, что доказательство таково. 

Согласно | лемме, УХ относится к АК, как СХ к КЕ, 
или же УХ Х КЕ=АК Хх СХ. По Ш лемме КЕ—КВ отно- 
сится к УХ, как УХ к АК, или (беря КВ в противополож- 
ном направлении) КЁ -|-- КВ относится к, УХ, как УХ к АК. 
Поэтому КЕ--КВ, умноженное на КЁ, относится к УХ Х КЕ 
(или АК Х СХ), как УХ к АК, или как СХ к КЕ. Значит, 


если помножить на самих себя крайние и средние, то КЕЗ 


- КВ Хх КЕ*=АКХ СХ?. Если вместо КЕ, КВ, АК, СХ под- 
ставить указанные выше значения, то получится | 


13 -- ра =. 
Допустим теперь, что предложено уравнение трех измере- 


ний вида 
2 —|- р? -- 42 + т=0 
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в котором имеются все члены и одни корни которого поло- 


яжительные, а другие отрицательные (фиг. 92). 
Предположим сперва, что 4 отрицательно. Отложите на 


какой-либо прямой, скажем КВ, две длины КА= ‹ иКВ==р, 


Г 
причем отложите их в одну сторону, если р "я имеют раз- 


личные знаки, и в разные стороны от точки К, если знаки р 
Р 
И е одинаковые. Разде- К 


лите АВ в С пополам и 
восстановите в этой точке 
перпендикуляр СХ, рав- 
ный квадратному корню 
из 04. Затем, неопреде- 
ленно продолжив в обе 
стороны линии АХ и СХ, 
впишите между ними пря- 
мую ЕУ=АС так, чтобы 
она могла при продолже- 
нии пройти через К. Тогда 
КЕ будет корнем уравне- 
ния, положительным, если Фиг. 92 
точка Х окажется между 
Ди, и отрицательным, если точка ЕЁ окажется с той же сто- 
роны от Х, что и А. 

Если же 4 положительно, то вы должны взять на линии КВ 


две длины, АА = и —-^ и КВ= тт, и отложить их с одной 
Р 


стороны от точки К, если и —- и - имеют различные 
] р КА 

знаки, и по разные стороны, если их знаки — одинаковой при- 

роды. ВА нужно снова разделить в С пополам, восстановить 

в этой точке перпендикуляр СХ, равный р, а между неопре- 

деленно продолженными в ойе стороны линиями АХ и СХ 


нужно, так же как и ранее, вписать прямую ДУ, рав- 


20 ньютон. Всеобщая арифметика 
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ную АС и расположенную так, чтобы она прошла через 
точку К. Тогда ХУ будет корнем уравнения, отрицательным, 
если точка Х окажется между А и Ё, и положительным, 
если точка У окажется с той же стороны от Х,. что и С. 

Доказательство для первого случая. На осно- 
вании первой леммы КЕ относится к СХ, как АКк УХи 
(сотпропепдо) как КЕ -- АК, т. е. КУ -- КС, к СХ-НУХ, 
т. е. СУ. Но в прямоугольном треугольнике КСУ мы имеем, 
что УС*=УК? — КС*=(КУ — КС) Х (КУ —КС) и, составляя 
из равных членов пропорцию, что КУ -- КС относится к СУ, 
как СУ к КУ — КС, или же, что КЕ -- АК относится к СУ, 
как СУк ЕК — КВ. Так как в этом же отношении находилось 
КЕ к ХС, то удвоение даст, что КЕ? относится к СХ?, 
как КЕ-АК к КЕ —КВ.1* Перемножив крайние и 
средние, мы получим, что КЕЗ—КВ Х КЕ?=СХ?Х КЕ-- 
-- СХ?Х АК, а подставив прежние значения, найдем, что 

18 — р = г. 

Доказательство для второго случая. На осно- 
вании первой леммы КЁ относится к СХ, как АК к УХ; 
перемножая крайние и средние, найдем, что КЕ ХУХ= СХХ 
Х АК. Замените в предыдущем случае СХ ХАК на КЕХ 
Х УХ, тогда КЕз — КВ ХКЕ? =СХ?*Х КЕ- СХХ КЕ ХУХ, 
иесли все поделить на КЕ, то КЕ*?— КВХ КЕ= СХ? 
-- СХ ХУХ. Умножив затем все на АК, вы получите АК Х 
ХКЕ? — АКХ КВХ КЕ=АК ХСХ? -- АКХ СХХ УХ. Заме- 
ните снова СХ ЖАК на равное ему КЕХУХ; тогда АКХ 
Х КЕ? — АКХ КВХ КЕ=ЕК ХУХ Х СХ 1 КЕХ УХ?. Раз- 
делив все на,АЁ, вы найдете, что АК Х КЕ АК Хх КВ—= 
—=Ух х СХ -- УХ. Если все умножить на УХ, то получится, 
что АК Х КЕХУХ— АКХКВХУХ=УхХ?Х СХ 1 УХ. В 
первом члене я вместо КЕ ЖХУХ ставлю СХ Х АК; тогда 
СХ Х АК*— АК Х КВ ХУХ=СХХ УХ? -- УХ, или, чтото 
же самое, У Хз--СХ Х УХ?-- АК ХКВХУХ — СХ ХАК?-— 0. 
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Если вместо УХ, СХ, АК и КВ подставить их значения 


ор 
х, р, и >. 4 —= ‚ то получится 


28 —- ра? -Р дх - т=0, 


т. е. уравнение, которое требовалось построить. 


Фиг. 93 


/ 


Эти уравнения можно также решить, проведя через дан- 
ную точку прямую линию так, чтобы часть ее, заключенная 
между данными по положению другой прямой и кругом, 
имела данную длину (фиг. 93). 

В самом деле, допустим, что предложено кубическое урав- 
нение 


28 -- д -- г=0, 


в котором отсутствует второй член. 
Проведите произвольную прямую линию КА и обозначьте 


ое п. На продолженной в обе стороны КА возьмите КВ= 


п 
п отложите ее -от- К в направлении к А, если 4 отрицатель- 
но, и в противоположную сторону в противном случае. 


20= 
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Разделите ВА пополам в С и из центра А опишите радиу- 


сом АС круг СХ. Впишите в этот круг прямую Сх=- и 
п 


через точки К, С и Х опишите круг АСХС. Проведите АХ 
и продолжите ее до пересечения с только что описанным 
кругом АСХС в точке С. Наконец, впишите между этим 
кругом КСХС и продолженной в обе стороны прямой КС 
прямую линию ЕУ==АС так, чтобы при продолжении она 
прошла через точку С. Линия ЕС будет одним из корней 
уравнения. Если г отрицательно, то корни, которые попадут 
на больший сегмент круга АСС, будут положительными, 
а корни, которые попадут на меньший сегмент АРС, будут 
отрицательными; если 7 будет положительно, то дело будет 
обстоять наоборот. 

Для доказательства этого построения мы предпошлем сле- 
дующие леммы. 


Лемма 1] 


В предположениях построения, СЕ относится к КА, как 
СЕ - СХ к АУ и как СХ к КА. 

Действительно, если провести прямую КС, то, в силу по- 
добия треугольников АСХ и ААС, АС относится к АК, как 
СХ относится к КС. Треугольники ВУС, КСУ также по- 
добны, ибо у них есть общий угол при У, а углы Си С 
находятся в одном и том же сегменте ЁССК круга КСС и, 
следовательно, равны. Ноэтому СЁ относится к ЕУ, как КС 
к АУ, т.е. СЕ относится к АС, как КС к КУ, ибо ЕУ и АС 
по предположению равны. Сравнивая это с предыдущей пропор- 
цией, мы, складывая отношения, получаем, что СЕ относится 
к КА, как СХ к КУ, и, аЦцегпап4до, СЁ относится к СХ, как 
КА к КУ. Поэтому, сотропеп4о, СЕ -- СХ относится к СХ, 
как КА АУ к КУ, т. е. как АУ к КУ, и, абегпап4о, 


СЕ -- СХ относится к АУ, как СХ к КУ, т. е. как СЕк КА. 
Ч. т. д. 
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ье 


Лемма П 


Если на прямую линию СУ опустить перпендикуляр СН, 
то прямоугольник 2НЕХ ЕУ будет равен прямоугольнику 
СЕХСХ, 

В самом деле, если опустить на линию АУ перпендику- 
ляр СГ, то треугольники СЁК, ЕНС будут подобны, ибо 
у них прямые углы при Г и А, а углы при К и Е нахо- 
дятся в одном и том же сегменте СКЁС круга ССК и, сле- 
довательно, равны. Значит, КС относится к АГ, как ЕСк ЕН. 
Далее, если опустить из точки А на линию КС перпенди- 
куляр АМ, то, в силу равенства АК и АС, КС разделится 
в точке М пополам. Треугольники КАМ, КСГ, имея общий 
угол при К и прямые углы при М и Г, будут подобны, и, 
значит, АК относится к КМ, как КС к КГ. Но АК отно- 
сится к АМ, как 2АК к 2КМ, или КС, и (в силу подобия 
треугольников АКС и АСХ) как 2АС к СХ, а также как 
2ЕУ к СХ (ибо АС=ЕУ). Поэтому 2ЕУ относится к СХ, 
как КС к КГ... Но КС относится к АГ, как ЕС к ЕН, и, 
значит, 2ЕУ относится к СХ, как ЕС к ЕН; следовательно 
(если помножить на самих себя крайние и средние), прямо- 
угольник 2ЕЯ Х ЕУ равен ЕСХ СХ. Ч. т. д. 

Мы рассматривали здесь линии АК и АС как равные. 
Действительно, прямоугольник САХ АК равен прямоуголь- 
нику АХ Х АС (по следствию из 36 предл. 3 кн. „Начал“), 
и поэтому СА относится к АХ, как АСк АК. Но ХАиСА, 
по предположению, равны, и, следовательно, Ас — АК. 


Лемма ПТ 


Если оставить всё попрежнему, то три линии БУ, СЕ, 
КА будут в непрерывной пропорции, 

В самом деле (согласно 12 предл. 2 кн. „Начал“), СУ? = 
—Еу? + СЕ? |-2ЕУ Х ЕН. Если из обеих сторон вычесть 
ЕУ?, то СУ? — ЕУ—= СЕ? -2ЕУ ЖЕН. Но 2ЕУ Х ЕН = 
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—СЕХ СХ (лемма ТТ), и если с обеих сторон прибавитьпо СЕ?, 
то СЕ? -- 2ЕУ Х ЕН=СЕ? + СЕХ СХ. Значит, СУ* — ЕУ?= 
—=<С Е? РГ СЕХ СХ, т. е. (СУ 1 ЕТ) Х (СУ — ЕТУ) = СЕ - 
— СЕХ СХ. 

Разлагая равные прямоугольники на пропорциональные 
стороны, мы получим, что СЕ-- СХ относится к СУ -- ЕУ, 
как СУ — ЕУ к СЕ. Так как три линии ЕУ, СА и СРВ равны, 
то СУ -- ЕУ=сСУ -- СА=АУ и СУ— ЕТУ=сСУ — СВ=ВУ. 
Напишите АУ вместо СУ -- ЕУ и БУ вместо СУ — ЁУ; тогда 
СЕ--СХ относится к УЛ, как БУ к СЕ. Но (на основании 
леммы Г) СЕ относится к АК, как СЕ - СХ к АУ; поэтому 
СЕ относится к КА, как БУ к СЕ, т.е. три линии БУ, СЕ 
и КА непрерывно пропорциональны. Ч. т. д. 

При помощи этих трех лемм мы можем теперь доказать 
построение предыдущей задачи. 

Согласно лемме 1, СЁ относится к КА, как СХ к КУ, 
значит. КАХ СХ=<СЕХ КУ. Если разделить обе стороны 


на СЕ, то 4 ХСХ ку. Прибавьте к этим равным сторо- 


КА хе 


нам БК; тогда ВК | -——^—— =БУ. Значит (согласно лем- 


ме ПТ), ВК —- кажех относится к СЕ, как СЕк КА. Поэто- 


АЕЗХСХ 
СЕ т 

-- АКХ ВК, а если обе стороны умножить на СЁ, то СЕЗ—= 

= КВ ХААХСЕ-- КА?ХСХ. Корень уравнения х мы 


ГР 
называли СЁ, затем мы имели, что КА=п, КВ=4 и СХ= —. 
п п 


му, если перемножить крайние и средние, то СЁ? = 


Если подставить все это вместо СЕ, КА, КВ и СХ, то полу- 
чится 
18=0х-т или 13 — (л— т=0, 


т. е. уравнение, которое требовалось построить. Когда дит 
отрицательны, то КА и КВ берутся с одной стороны от 
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точки К и положительный корень находится в большем сег- 
менте ССК. Это и есть один из случаев построения, которое 
требовалось доказать. 
Отложите теперь КВ в противоположную сторону, т. е. 
Ч 


измените его знак или знак —, или, что то же самое, знак 
п 
члена 4, и тогда получится построение уравнения 
13 дд — г==0. 


Это — второй случай. В этих случаях СХ и положительный 
корень СЁ оказываются с одной стороны от линии АК. 
Если СХ и отрицательный корень оказываются с одной сто- 


Г 
роны при изменении знака СХ, или —, или (что то же са- 
п 


мое) знака у, то получается третий случай 


18 | 9% -Р т=0, 
в котором все корни отрицательные. Если переменить 
теперь знак АБ, или = ‚ или же только 4, то получается 
четвертый случай 

18 — ах -Р т=0. 


Построения для всех этих случаев можно получить и по- 
дробно доказать, пользуясь тем же приемом, что и в первом 
случае. Доказав один случай, мы считаем достаточным лишь 
слегка коснуться других. Они доказываются буквально так 
же, меняется только положение линий. 

Допустим теперь, что требуется построить кубическое 
уравнение 


23 | ра? - г=0, 


в котором отсутствует третий член. 
Взяв на той же фигуре п произвольной длины, отложите 
х х Г 
на неопределенно продолженной прямой АУ отрезки КА=— 
п 
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и КВ==р, причем с одной стороны от точки А, если знаки 
членов ри 7 одинаковые, и с противоположных сторон в 
противном случае. Разделите ВА пополам в С и из центра А 
радиусом АС опишите круг СХ. Впишите в этот круг пря- 
мую СХ, равную линии п выбранной длины. Проведите АХ 
и продолжите ее до С так, чтобы АС равнялось АК, и через 
точки А, С, Х, С опишите круг. Наконец, между этим кзу- 
гом и продолженной в обе стороны прямой КС впишите 
прямую ЕУ==АС так, чтобы при продолжении она могла 
пройти через точку С. Прямая КУ будет одним из корней 
уравнения. Если 7 положительно, то корни, оказывающиеся 
с той же стороны от точки К, что и точка А, являются 
положительными, если же г отрицательно, то положитель- 
ные корни оказываются с противоположной стороны. Если 
положительные корни лежат с одной стороны, то отрицатель- 
ные лежат с другой стороны. 

Это построение доказывается при помощи трех последних 
лемм следующим образом. 

Согласно третьей лемме, ВУ, СЕ, КА находятся в непре- 
рывной пропорции, а, согласно лемме Г, СЁ относится к КА, 
как СХ к КУ. Поэтому ВУ относится к СЁ, как СХ к КУ. 
Далее, ВУ =АУ — КБ, значит, КУ —КВ относится к СЁ, как 
СХ к КУ. Но, согласно предл. 1 кн. 6 „Начал“, КУ — АВ 
относится к СЁ, как (КУ —КВ)Х КУ к СЕХКУ, а из про- 
порции СЁ относится к КА, как СХ к КУ, следует, что 
СЕЖХКУ=КАХ СХ. Поэтому (КУ— КВ) ЖКУ относится к 
КАХСХ (как КУ — КВ к СЕ, т. е.), как СХ к КУ. Если 
перемножить крайние и средние, то (КУ — КВ) ЖКУ? ста- 
нет=КАХ СХ?, т. е. КУЗ_КВХ КУ*=АКХСХ?. Но при 
построении КУ являлось корнем уравнения х, КБ было==р, 


КА=-- и СХ==п. Запишите поэтому вместо КУ, КВ, КА 


п 


г 
и СХ соответственно х, р, — ипи вы получите, что 
п 


23 — ра или 18 — ра? — г-=0. 
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Это построение можно расчленить на четыре случая урав- 
нений 


13 — ра? — т==0, 28 — ра т==0, 
-—-рл? — г=0, 8—- рат ==0. 


Я уже доказал первый случай; остальные доказываются точно 
так же; нужно лишь изменять положение линий. Именно, подоб- 
но тому как, откладывая АА и АБ в одну сторону от точки 
К, а положительный корень КУ в противоположную сторону, 


мы получили уравнение КУз—КВХКУ? = КАЖСХ?, или 
13 — р? — гт==0, 
подобно этому, откладывая КВ в противоположную сторону 


от К и рассуждая аналогично, мы получим КУ 
{+ КВХКУ*—=КАХ СХ», или 


18| рх? — г==0. 


Изменяя в этих двух случаях положение положительного 
корня КУ и беря его с другой стороны от точки К и рас- 
суждая аналогично, вы придете к двум другим случаям, а 


именно, КУ КВх КУ*—=—КАХ СХ», или 
8 ра т==0, 

и КУз — КВх КУ*= —КАХСХ?, или 
18 — ра т=0. 


А это и будут все случаи, которые требовалось доказать. 
Допустим теперь, что предложено кубическое уравнение 


28-5 р-Нах--"=0, 


в котором налицо все члены (кроме, может быть, третьего). 
Строится оно следующим образом. Возьмите п произволь- 


ной длины (фиг. 94). Проведите прямую СС =-> и в точке 
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р 
С восстановите перпендикуляр р-у/ —. Затем, если ри 
Р 


т’ имеют различные знаки, то из центра С опишите радиу- 
сом СО круг РВЕ. Если же р и г имеют одинаковые знаки, 
то из центра Д радиусом, равным СС, опишите мысленно 
круг 135, который пересечет прямую СА в Н (фиг. 95), а 
затем из центра С радиусом, равным СН, опишите круг РВЕ. 
Если величина — г > положительная (при правильном 


соблюдении знаков чисел р; 4, т в уравнении, которое тре- 


5 


Фиг. 94 Фиг. 95 
Г > 
буется построить), то отложите СА==— -* — —— стой же сто- 
п пр 


роны от точки С, что и С; в противном случае отложите СА 
с другой стороны от точки С. В точке А восстановите пер- 
пендикуляр АУ и между ним и уже описанным кругом РВЕ 
впишите прямую линию ВУ, равную 1, так, чтобы она могла 
при продолжении пройти через точку С. Если это сделать, 
то линия ЕС будет одним из корней уравнения, которое 
требовалось построить. При положительном р эти корни 
будут положительными, если точка Е окажется между С и 
У, и отрицательными, если точка Е окажется во-вне; если 
же р отрицательно, дело будет обстоять наоборот. 
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Для доказательства этого построения мы предпошлем 
следующие леммы. 


Лемма | 


Опустим на АС перпендикуляр ЕЁ и проведем прямую ЕС, 
тогда Ес? СС? =ЕС*--2ССХ СЕ. 

В самом деле (по предл. 42 кн. 2 „Начал“), ЕС? == ЕС? 
-60-—-26С хх СЕ. Прибавим к обеим сторонам по СС*, тог- 
да ЕС? С0*=Е0?--26(*--2ССХСЕ. Но 260-266 хХ СЕ= 
=2СС (СС-ЕСЕ), т. е. 2СС Ж СЕ. Следовательно, ЕС СС?= 
—2(2-2ССХСЕ. Ч. т. д. 


Лемма П 


В первом случае построения, когда круг РВЕ проходит 
через точку О, ЕС? — С0*=26СХ СЕ. 

В самом деле, согласно первой лемме, ЁС?-- СС? = ЕС?-- 
2ССЖСЕ, и если из обеих сторон вычесть по С°, то 
ЕС? = ЕС? — СС*--2ССХСЕ. Но Еб*—60*=00—(0?= 
—С0?. Поэтому ЕС*=<0--2ССЖСЕ, и если из обеих 
сторон вычесть С?, то ЕС? — 60*=2СС Ж СЕ. Ч. т. д. 


Лемма 11] 


Во втором случае построения, когда круг РВЕ не про- 
ходит через точку О, ЕС?--СО?==2СС ЖСЕ. 

В самом деле, согласно первой лемме, ЕСС С*= ЕС? 
4-2ССХСЕ. Вычтя из обеих сторон по ЕС”, вы получите 
‚ ЕСР-Р СС? — ЕС*=26СС Хх СЕ. Но СС=рН и ЕС=СР-=СН. 
Значит, (02 ЕС? —=ШИ?* — СИ*=С0? и, следовательно, 
Ес СО?=2ССХ СЕ. Ч. т. д. 
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Лемма ТУ 


СУ Ж2СС ЖСЕ=2СС Хх АС ХСЕ. В самом деле, из подобия 
треугольников СЁЁЕ, СУА имеем: СЕ относится к СЁ, как 
АС к СУ, т. е. (по предл. 1 кн. 6 „Начал“) как 2ССХАС 
к 2СС:СУ. Перемножая крайние и средние, мы получим 
2Сс ХСУ ХСЕ=2СС Х АСЖСЕ. Ч. т. д. 

Построение задачи можно доказать при помощи этих лемм 
следующим образом. 

В первом случае ЕС? —С.0?=2СС Х СЕ (согласно лемме 11). 


Если умножить все на СУ, то ЕС?Х СУ — С)?Х СУ= 
—= 2ССХ СЕ ХСУ-== (согласно лемме ТУ) = 2С6 Х АС ЖСЕ. 


Напишите ЕС--ЕУ вместо СУ и вы получите, что ЕСз-—- ЕУ 
х ЕС? — С0ХЕС — 61? ХЕУ = 2ССХАС Х ЕС, или же 
ЕСЗ--ЕУХ ЕС*—(С10--26С Хх Аб) ХЕС— 60% Х ЕУ-=0. 

Во втором случае ЕС? СО?=2ССЖСЕ (согласно лем- 


ме 11). Если умножить все на СУ, то ЕС? хХ СУ-- СР? Х СУ = 
—2СС ЖСЕХ СУ = (согласно лемме ТУ) =2С6 Х АСХСЕ. 


Значит, ЕС?Х СУ + С0?Х СУ = 206 Х АС ХСЕ. Напишите 
СЕ--ЕУ вместо СУ и вы получите, что ЕС3-- ЕУ Х ЕС*-Е 
--(С*—26С Хх Аб) Х ЕС--СРХ ЕУ==0. 


В первом случае, когда знаки чисел ригт различные, ко- 


рень уравнения ЕС был обозначен х и р т, ЕУ =р, 
Р 


20С=п и СА =— 4 ——. Во втором случае, в котором 
п пр 
изменяется знак либо р, либо г, С(А=—-Т 1. Положим по- 
__ п пр 
этому Ва=х, а) = и. ЕУ=р, 20С=пиСА=— 9 =, 
]} р п пр 


Тогда в первом случае 


28-—|- ра? (+ - — ^) х— г==0, 
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о рае — "=, 
а во втором случае 
Г Г 
э-нрй- (> ч— ^) 2-10, 
Р Р 
т. е. 
28-5 ре -Нах--т=0. 
Таким образом, в обоих случаях ЕС есть настоящее значе- 
ние корня #. Ч. т. д. 
Однако в каждом из обоих случаев можно выделить его 
частные случай. Именно, первый случай разделяется на сле- 
дующие: 


18 | р?-—-дх — т==0, 18-- р? — 4х — т==0, 
18 — рад -т=0,  43— р — ад-Рт==0, 
18—- р? — т=0 И 13 — р т==0; 


а второй на следующие: 


8 род тг==0, 18—- р? — ад т==0, 
28 — ра? ах — т==0, 18 — ра? — (д — т=0, 


8 ра-т=0 и 18 — р? —т==0. 


Дсказательство всех этих случаев можно провести в тех же 
самых выражениях, что и двух уже доказанных, изменяя 
толтко положение линий. 

Таковы главные построения задач при помощи вписания 
прямой линии данной длины между данными по положению 
кругом и прямой, с тем условием, чтобы продолженная впи- 
санная прямая могла пройти через данную точку. Вписать 
такую прямую можно посредством описания конхоиды древ- 
них, для которой точка, через которую должна пройти дан- 
ная прямая, является полюсом, другая, данная по положе- 
нию прямая — направляющей, или асимптотой, а длина 
вставляемой лянии — интервалом. В самом деле, эта конхоида 
пересечет круг в точке Ё, через которую нужно провести 
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вписываемую прямую. На практике достаточно провести пря- 
мую между данными по положению кругом и прямой при 
помощи какого-либо механического приема. 

Заметьте, что в этих построениях величина п — неопре- 
деленная и ее можно выбирать произвольно, с тем чтобы 
удобнее приспособить построение к различным частным за- 

у дачам. Мы приведем примеры 
этого при определении двух 
средних пропорциональных, а 
также в трисекции угла. 

Требуется найти две сред- 
них пропорциональных х иу 
между а и 6. Так как величи- 
ны ах, у, 6 находятся в не- 
\ _ прерывной пропорции, то а? 
| с ———  относитсяк 12, как дк, и, зна- 
чит, 218—026, или 13 — а? =0. 
В этом уравнении отсутствуют 
коэффициенты р и (4, а вместо т стоит — 46. Поэтому в пер- 
вой форме построений, в которой между двумя `данными по 
положению прямыми ЁХ и УС проводится прямая ЁЕУ, на- 
правленная к данной точке К, и принято, что прямая СХ = 
==, т; е. == я полагаю п равным а, и тогда СХ = 
—=-—6. Отсюда вытекает следующее построение (фиг. 96). 

Я провожу прямую КА==а, которую делю пополам в С, 
и из центра К радиусом КС описываю круг ХС, в который 
вписываю прямую СХ ==6. Между неопределенно продолжен- 
ными прямыми АХ и СХ я вставляю ЕУ ==СА, так чтобы при 
продолжении ЕУ могла пройти через точку К. Линии КА, 
ХУ, КЕ, СХ будут непрерывно пропорциональны, т. е. ХУ 
и КЕ будут двумя средними пропорциональными между а и 
Ь. Это построение известно. 

В другой форме построений, в которой направленная 
к данной точке С прямая ЕУ вписана между данными 


Фиг. 96 
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по положению кругом СЁСХ и прямой АК и СХ=-, 
п 


— а 
т. е. (в настоящей задаче) = ‚ я полагаю, как и прежде, 


п=а, что дает СХ ==. Остальное делается следующим об- 
разом (фиг. 97). 

Я провожу прямую АА==а, делю ее пополам в С и из 
центра А радиусом АА описываю круг КС, в который впи- 
сываю прямую КС==2Ь, причем образуется равнобедренный 


Фиг. 98 


треугольник АКС. Затем я описываю через точки С, К, С круг 
и между его окружностью и продолженной прямой АК встав- 
ляю прямую ЁУ =СК, направленную к точке С. Проделав 


это, мы получим, что АК, ЕС, КУ, -- Кб непрерывно про- 


порциональны, т. е. ЁС и КУ являются двумя средними 
пропорциональными между данными величинами а и Ь. 

Допустим теперь, что требуется разделить угол на три 
равные части. Пусть этот угол есть АСВ, а его искомые 
части суть АСР, ЕСР и ЕСВ (фиг. 98). 

Опишем из центра С радиусом СА круг АДЕВ, пересе- 
кающий прямые СА, СО, СЕ, СВ в А, О, Е, В. Проведите 
АО, РЕ, ЕВ и АВ, пересекающую прямые СО, СЕвЕи Н. 
Затем параллельно СЁ проведите ОС, пересекающую АВ в 
С. В силу подобия треугольников САД, АШЕ и ОЕС линии 
СА, АБ, ОЕ ип ЕС будут непрерывно пропорциональны. 
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Поэтому, если положить АС=а и АДр==х, то ОР будет рав- 
но ^ и ЕС. С другой стороны, АВ=ВН--Нб-- РА—СР= 
а 


[2 
хз 
а? ? 


—=3АД — СЁ==3х — =“. Положим АВ=Ь, тогда ф=3Зх — 
а 


или же 
43 — Зах а? =0. 


В этом уравнении отсутствует второй коэффициент р, а вме- 
сто 4( и г мы имеем — За? и —а?6. Таким образом, в первой 


форме построений, в которой р было =0, КА=п, КВ=-Т и 
п 


сх=-ь, в случае этой задачи будет КВ=— 3 и сх=". 
в п 
Для того чтобы эти 
величины оказались 
возможно проще, я 
полагаю пИ=а, и то- 
гда АВ = —3а и 
СХ ==6. Отсюда вы- 
текает следующее по - 
строение задачи. 
Проведите линию 
КА=а и с противо- 
положной стороны 
Фиг. 99 возьмите КВ = 3а 
(фиг. 99). Разделите 


ВА в С пополам и из центра. К рэдиусом КС опищите круг, 
а в него впишите прямую СХ=6. Проведя неопределенно 
продолженную прямую АХ, впишите между нею и СХ пря- 
мую ВУ =АС так, чтобы при продолжении она прошла через 
точку К. Тогда ХУ будет =х. Именно (см. предыдущий чер- 
теж), так как круг АДЕВ=кругу СХА, хорда АВ==хорде 
СХ, а также равны части хорд ВН и ХУ, то будут равны углы 
АСВ и СКХ, а также углы ВСН и ХКУ. Следовательно, угол 
ХКУ будет третьей частью угла СКХ. Таким образом, мы 
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найдем третью часть ХКУ какого-либо данного угла СКХ, 
если между неопределенно продолженными хордами СХ и 
АХ впишем прямую ЁЕУ==диаметру круга АС, так чтобы 
она была направлена к центру круга К. 

Отсюда следует, что если из центра круга К опустить 
на хорду СХ перпендикуляр КН, то угол НАУ будет третью 
угла НКХ. Поэтому, если дан некоторый угол НКХ, то 
третью часть его НКУ можно найти, опустив из какой-либо 


Фиг. 100 


точки Х одной из сторон КХ на другую сторону НК пер- 
пендикуляр НХ, проведя ХЕ параллельно НК и вписав 
между ХЯ и ХЁ прямую ЕУ =2ХА так, чтобы при продол- 
жении она могла пройти через точку К. Это можно сделать 
еще следующим образом. 

Допустим, что дан угол АХК (фиг. 100). К одной из его 
сторон, скажем, АХ, восстановите перпендикуляр ХИ и из 
какой-либо точки К другой стороны ХК проведите пря- 
мую АЕ, часть которой ЕУ (лежащая между продолжен- 
ной стороной АХ и перпендикуляром ХН) равна удвоенной 
стороне ХК. Угол КЕА будет тогда третью’ данного угла 
АХК. Если затем восстановить перпендикуляр Ё7 и провести 
КЕ так, чтобы ее часть ДР, лежащая между ЕЁ и ЕЙ, была 
равна удвоенной КЁ, то угол ЕКА будет третью угла КЕА. 
Таким образом вы можете продолжать трисекцию некоторого 
угла без конца. Этот метод содержится в предл. 32 кн. 4 
Паппа. 

Если вы хотите употребить для трисекции угла другую 
форму построений, в которой прямая вписывается между 


21] Ньютон. Всеобщая арифметика 
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другой прямой и кругом, то здесь КВ будет и СХ= — 
п, п, 
.. ., — За 
т. е., в случае разбираемой сейчас задачи, КВ== 
п 
476 
СХ= —. Если положить п=а, то КВ =—Заи СХ=ё. 


п 
Отсюда вытекает следующее построение. 

Проведите из точки К в одну сторону две прямые КА==а 
и АВ=3а (фиг. 101). Разделите АВ пополам в С и из цен- 
тра А радиусом АС опи- 
шите круг, в который 
впишите прямую СХ = 
—=6. Проведите АХ и 
продолжите ее до но- 
вого пересечения с кру- 
гом в С. Затем между 
неопределенно продол- 

Фиг. 101 женной прямой КС и 

этим кругом впишите 

прямую ЕУ==АС, проходящую через точку С. Если провести 

прямую ЕС, то она будет равна искомой величине 1, стяги- 
вающей треть данного угла КАС. 

Это построение вытекает из приведенной ранее формы, 
но лучше получить его следующим образом. Так как круги 
АРЕВ и КХС равны и равны хорды СХ и АВ, то равны 
углы САХ или КАС и АСВ, значит, СЁ есть хорда третьей 
части КАС. Таким образом, если дан некоторый угол КАС, 
то для отыскания его третьей части САЕ между кругом 
КСС и неопределенно продолженной стороной угла КА сле- 
дует вписать прямую ЕУ, равную полудиаметру АС круга 
и направленную к точке С. Так ‘учил делить угол на три 
равные части Архимед (Леммы, 8). Эти построения можно 
было бы объяснить легче, чем это сделано мною здесь. Я, 
однако, желал здесь показать, как из уже разъясненных 
общих построений задач мы можем вывести простейшие по- 
строения частных задач. 
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Кроме указанных построений, мы могли бы привести мно- 
го других. Например, если вы хотите найти две средние 
пропорциональные между а и 6, то проведите прямую АК —=6 
и перпендикулярно к ней АВ-=а (фиг. 102). Разделите АК 
пополам в Ги на АК отложите АН, равную расстоянию 
(зи {епза) ВТ, а на продолженной АВ отложите АС, равную 
расстоянию ВН. Затем возьмите на линии АК, по другую 
сторону от точки А, линию АД произвольной длины и рав- 


Фиг. 1402 


ную ей ДЕ. Из центров О и Е опишите радиусами ОВ и 
ЕС два круга БЕ и СС и вставьте между последними пря- 
мую РС, равную прямой 4А[ и направленную к точке А. 
Тогда АР будет первой из двух искомых средних пропор- 
циональных. 

Древние учили тому, как находятся две средние про- 
порциональные при помощи циссоиды; однако, насколько 
мне известно, никто не дал хорошего способа описания этой 
кривой от руки. Допустим, что АС есть диаметр и Р центр 
образующего круга циссоиды (фиг. 103). Восстановите в точ- 
ке ГР перпендикуляр РО и продолжите его без конца. Про- 
должите РС до точки Р так, чтобы ЕР была равна диаметру 
круга. Пусть прямой наугольник РЕБ движется так, чтобы 
сторона ЕР всегда проходила через точку Р, а конец Р 
21* 
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другой стороны ЕД, равной диаметру АС или ЕР, всегда 
двигался по линий РО. В таком случае, как уже было по- 
казано, точка С, середина стороны ВО, опишет требуемую 
циссоиду ССК. 16 Поэтому, если требуется найти две сред- 
ние пропорциональные между двумя величинами а и БВ, 
то положите АМ —=а и восстановите перпендикуляр ММ==6. 
Проведите АМ и заставьте наугольник РЕД двигаться, как 
было только что показано, до тех пор, пока его точка С не 


Фиг. 103 


попадет на прямую АМ№. Опустите на’ АР перпендикуляр СВ 
и возьмите отношения ёк ВИ иук БС равными отношению 
ММ к ВС; так как АВ, ВН, ВС, ВС будут непрерывно про- 
порциональны, то непрерывно пропорциональны будут так- 
же а, Е, о, 6. 

Применяя этот наугольник, можно построить и другие 
телесные задачи. 

Допустим, например, что предложено кубическое уравне- 
ние 


23-Е ра? -- аа — т == 0, 
в котором 4 всегда положительно, г отрицательно, а р мо- 


г 
жет иметь любой знак. Положите АС = —, разделите ее по- 
Ч 
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полам в Ри возьмите АА и СЁ = 5 причем в сторону к А 
если У вас будет -- р, и в сторону к Р в противном случае. 
Далее, восстановите перпендикуляр РР и отложите на нем 
РО =У 1. Восстановите также к Е) перпендикуляр ОС. 
На стороне ЕД наугольника возьмите ЕД и ЕС, соответ- 
ственно равные АС и АА, и приложите сторону наугольника 
на чертеже так, чтобы точка Л попала на прямую ЕД, а точ- 
ка С на прямую ОС. Если вы дополните параллелограм 
ВО, то ГВ и будот искомым корнем уравнения т. 

До сих пор я излагал построение телесных задач при 
помощи средств, механическое применение которых особен- 
но легко и быстро. Так и древние, разработав метод реше- 
ния этих задач при помощи построения телесных мест, при- 
шли к мысли, что построения при помощи конических сечений 
бесполезны из-за трудности их описания, и занялись поис- 
ками более легких построений посредством конхоиды, цис- 
соиды, натяжения нитей и различных механических прило- 
жений фигур, отдавая, как мы узнаем от Паппа, предпочтение 
полезным, хотя и механическим средствам, а не бесполезным 
умозрительным спекуляциям в области геометрии. Так, сам 
великий Архимед пренебрег трисекцией угла при помощи кони- 
ческих сечений, которые применяли до него другие геометры, 
и в своих „Леммах“ показал, как разделить угол на три части 
по уже изложенному нами методу. И если уже древние пред- 
почли строить задачи при помощи фигур, в их время не допу- 
скавшихся в геометрии, то в еще большей мере следует отдать 
предпочтение этим фигурам ныне, когда многие допускают их 
в геометрию, так же как и конические сечения. 

Впрочем, я не согласен с той новой категорией геометров, 
которые включают в геометрию все фигуры. Их правило, 
согласно которому при построении задач все линии допус- 
каются в порядке возрастания числа измерений определяющих 
их уравнений, произвольно и лишено геометрического основа- 
ния, Более того, оно ложно. Ведь, согласно этому правилу, 
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круг следует объединить с коническими сечениями, а между 
тем все геометры объединяют его с прямой линией. А по- 
скольку правило это неустойчиво, постольку отпадает основа- 
ние для того, чтобы допускать в геометрию все аналитические 
линии в известном порядке. Я полагаю, что к плоской гео- 
метрии следует относить лишь прямую и круг, по крайней 
мере, до тех пор, пока не найдут какой-либо способ разли- 
чать линии, согласно которому прямая и круговая линии 
могли бы быть объединены вместе и отделены от всех других. 
Но даже и тогда число линий в настоящей плоской геомет- 
рии не увеличилось бы. Ведь плоскими являются все фигуры, 
допускаемые в плоской геометрии, т. е. те, относительно ко- 
торых геометры требуют, чтобы они описывались на плоско- 
сти. А всякая плоская задача есть та, которую можно построить 
с помощью плоских фигур. Таким образом, если в плоскую 
геометрию будут включены конические сечения и другие более 
сложные фигуры, то все телесные и сверхтелесные задачи, 
которые можно построить при помощи этих фигур, окажутся 
плоскими задачами. А ведь все плоские задачи — одинакового 
порядка. Прямая линия аналитически проще, чем круг, однако 
задачи, которые строятся с помощью одних прямых, принадле- 
жат тому же порядку, что и задачи, которые строятся при 
помощи кругов. Если постулировать эти вещи, то круг 
приводится к тому же порядку, что и прямая. Если по- 
стулировать аналогичным образом, что эллипс описывается 
на плоскости, то он, гораздо меньше отличаясь от кру- 
га, чем круг от прямой, еще скорее приведется к тому же 
порядку, что и круг. Если кто-либо, рассматривая эллипс, 
встретится с какой-либо телесной задачей и построит ее при 
помощи этого же эллипса и круга, то задача будет считаться 
плоской, ибо было предположено, что эллипс описан на пло- 
скости и что для построения нужно лишь еще описать круг. 
По той же причине и всякая плоская задача может быть по- 
строена при помощи данного эллипса. Например, если тре- 
буется найти центр О данного эллипса АРЕС (фиг. 104), я 
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проведу две параллели АВ, СО, пересекающие эллипс в А, 
В, С, О, затем две другие параллели ЕР, СН, пересекающие 
эллипс в А, Ё, С, Н, разделю их пополам в Г, К, Г, М 
и проведу 1К, Г.М до их пересечения в 0. Это — действитель- 
ное построение плоской задачи при помощи эллипса. При 
этом неважно ни то, что эллипс аналитически выражается 
уравнением двух измерений, ни то, что он геометрически 
порождается как сечение телесной фигуры. Предположение, 
согласно которому эллипс рассматривается как уже описанный 
на плоскости, приводит все телесные задачи, строящиеся при 
его помощи, к порядку плос- 
ких, а также к заключению, 
что при его помощи справед- 
ливо можно строить и все 
плоские задачи. Таково ведь 
условие постулата; то, что 
можно предположить сделан- 
ным, дозволяется рассматри- 
вать как уже сделанное и 
данное. Таким образом, если 
принять тот постулат, что эл- 
липс описан на плоскости, то 
все задачи, которые можно построить при помощи эллипса, 
можно будет отнести к порядку плоских и все плоские задачи 
можно будет строить при помощи эллипса. 

Таким образом, необходимо либо смешать друг © другом 
плоские и телесные задачи, либо исключить из плоской 
геометрии все линии, кроме прямой и круга, если только 
в условии построения некоторой задачи не задана будет 
как-либо какая-нибудь другая линия. Несомненно, однако, 
что никто не допустит смешения порядков задач. Таким обра- 
зом, из плоской геометрии должны быть исключены конические 
сечения, а также все прочие фигуры, за исключением прямой, 
круга, а также тех, которые могут оказаться данными в усло- 
виях задач. Таким образом, все эти описания конических 


Фиг. 104 
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сечений на плоскости, которые так нравятся современным 
геометрам, чужды геометрии. Тем не менее, конические се- 
чения не должны быть исключены из геометрии. В самом 
деле, хотя они не описываются геометрически на плоскости, 
но порождаются на плоской поверхности геометрического тела. 
Конус образуется геометрически и пересекается геометриче- 
ской плоскостью. Получающийся при этом сегмент конуса 
есть геометрическая фигура и занимает в телесной геометрии 
то же место, какое сегмент круга в плоской геометрии; зна- 
чит, основание этого конического сегмента, называемое ко- 
ническим сечением, есть геометрическая фигура. 

Таким образом, коническое сечсние допускается в геомет- 
рии постольку, поскольку оно есть поверхность тела; но 
геометрическим оно является лишь потому, что порождается 
при пересечении тела, отчего в прежние времена оно и до- 
пускалось только в телесной геометрии. Однако такое обра- 
зование конических сечений трудно и обычно бесполезно для 
практики, которой особенно должна служить геометрия. 
Поэтому древние прибегали к различным механическим опи- 
саниям фигур на плоскости. По их примеру и мы разработали 
предыдущие построения. Допустим, что эти построения — ме- 
ханические; тогда механическими являются построения при 
помощи конических сечений, описанных на плоскости (как это 
обыкновенно делают теперь). Допустим, что построения при 
помощи данных конических сечений — геометрические; тогда и 
построения при помощи всяких других данных фигур явля- 
ются геометрическими и принадлежат к тому же порядку, что 
и построения плоских задач. Нет основания предпочесть в гео- 
метрии конические сечения другим фигурам, за исключением 
разве того, что они возникают при сечении конуса; вообще 
они бесполезны в практике решения задач. Но, для того что- 
бы не пренебречь полностью построениями при помощи ко- 
нических сечений, будет уместно сказать кое-что и о них, 
причем мы рассмотрим также некий удобный способ опи- 
сания от руки. 
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Среди конических сечений эллипс является самым про- 
стым, наиболее известным и наиболее родственным кругу, и 
его легче других описать на плоскости от руки. Многие отдают 
предпочтение перед эллипеом параболе вследствие простоты 
выражающего ее уравнения. Но в силу того же основания 
параболу следовало бы предпочесть самому кругу, а этого 
никогда не делают. Поэтому рассуждение, опирающееся на 
простоту уравнения, не выдерживает критики. Современные 
геометры слишком увлекаются умозрительными спекуляция- 
ми относительно уравнений. Простота уравнений имеет ана- 
литическое значение. Мы же говорим здесь о синтетическом по- 
строении, а законы построения вовсе не диктуются анализом. 
Анализ приводит к построению, но оно не будет подлинным 
построением, прежде чем не освободится от анализа. Цока 
в построении остается хотя бы малейший след анализа, оно 
еще не есть подлинное построение. Построение само по себе 
совершенно и свободно от примеси аналитических спекуляций. 
Простота фигур зависит от простоты их образования и пред- 
ставления. Не уравнение, а (геометрическое или механиче- 
ское) описание порождает фигуру и делает более легким ее 
представление. Поэтому мы отведем первое место эллипсу в 
покажем, как строить уравнения при помощи него. *37 

Допустим, что предложено кубическое уравнение 


28 = ра -- дат, 


в котором р, 4, т обозначают данные коэффициенты членов 
уравнения с их знаками -- и —, причем могут отсутство- 
вать как один из коэффициентов р и (4, так и оба вместе. 

Мы получим сейчас построения всех кубических уравне- 
ний при помощи следующей единой операции. 

Отложите в одну сторону от точки В на какой-нибудь 
данной прямой какие-либо две прямые ВС и ВЕ, а также 
ВО, среднюю пропорциональную между ВС и ВЕ (фиг. 105). 
Обозначьте ВС через п и отложите на той же прямой 
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ВА —=-Т, причем в сторону точки С, если у вас будет — 4, 
п 


и в противоположную сторону в противном случае. Восста- 

новите в точке А перпендикуляр А/Г и отложите на нем 
Р 7 

АЁ = р, ЕС = АЁ, Е]1 = —, а также ЕН, относящуюся к 
п 

ЕТ, как ВС к ВЕ. Если р и г имеют одинаковые знаки, то 

ЕН и Е] должны быть отложены в одну сторону от точки 

Е, к точке С, а если р ит имеют различные знаки, то— 


«Фиг. 405 \ 6 


в направлении к точке А. Дополните параллелограмы ЛАСК 
и НАЕЁ и из центра К опишите радиусом КС круг. На ли- 
нии НЁ с той или другой стороны от точки Н возьмите 
линию НИ, относящуюся к НГ, как ВО к БЕ. Проведите 
СВ, пересекающую АГ в 5. Пусть линия СА5 движется так, 
что ее точка А постоянно находится на прямой НГ, а точка 
5 на прямой ЕЁ, пока ее третья точка С, описывая эллипс, 
не встретит круг, как это видно в положении рб. Корнем 
уравнения будет половина перпендикуляра уХ, опущенного 
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на АЕ из точки встречи у. Конец С или у линейки СА5, 
или ‘1рб, может встретить круг в таком числе точек, сколько 
имеется возможных корней. Если т положительно, то корни, 
расположенные относительно ЕА с той же стороны, что и ли- 
ния РГ, проведенная от точки Ё, будут положительными, 
а те корни, которые расположены относительно ВА в про- 
тивоположную сторону, будут отрицательными; если же г 
отрицательно, то наоборот. 

Это построение доказывается при помощи следующих 
лемм. 


Лемма | 


В предположениях построения 2АСХ АХ — АХ? = 
—= УХ? —2А] Х ух -- 2АСХ Е1. 

В самом деле, очевидно, что К\? — СХ? = (4Х — АГ}. 
Но Ку? = СР -Р АС? и СХ? = (АХ -— АС}, т. е. = АХ? — 
—2АХХ АС-Р АС?. Значит, их разность есть СР 
+ 2АХХАС — АХ?= (уХ — АГ}? = Хх —2АТХ УХ - АР. 
Вычтите из обеих сторон по СГ, останется 2АСХ АХ — 
— АХ? = уХ? — 2АГ Х ух + АР — СР. Но(согласно предл. 4 
кн. 2 „Начал“) АГ = АС? 2АС Хх С СТ? и, следо- 
вательно АР— СГ = Аб 2АСХ СГ т. © = 


„ 


—= 2АС 7-61) или =—2АСХ ЕГ. Поэтому, наконец, 
2 АСХАХ — АХ? = ух —2АТХ УХ -ЕЗАСХ Е1. Ч. ч. д. 


Лемма ИП 
При прежних построениях 2АЕХ АХ— АХ? = 
Е1 —^ 271 
= ——х Х—--АНХХ АС ЖЕ. 
РН у ЕН у -- С 


Известно, что при указанном выше движении линейки 
уос точка “уу описывает эллипс, центр которого есть [,, а две 
оси совпадают с прямыми ГЕ и ГН. Та ось, которая лежит 
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на ГЕ, равна 2уо, или 2С В, а другая, лежащая на Г.Н, равна 
20, или 2С5. Отношение их между собою будет то же, что 
линии НА к линии НГ, или же линии ВР к линии БЕ. 
Поэтому поперечная сторона относится к главной прямой 
стороне, как ВЕ к БС, или как Е1Г к ЕН. Так как 1? 


есть ордината к НГ, то по природе эллипса (5? — ГЛ? = 
— == Х Ту?. Но [ГР = АЕ-АХ и Ту= Ху —АН. Под- 
ставим квадраты этих величин вместо Г.Т? и Г-/?; тогда 52 — 


— Я" -- 2АЕ Х АХ— АЖ Х (0? —2АНХ Ху + 


- АД?). Но С5? — АЕ? = (СН -№ 1,5}, ибо С$ есть гипотену- 
за прямоугольного треугольника, стороны которого равны 
АЕ и СН --Г,5. Далее (в силу подобия треугольников АСН 
и АГ), [5 относится к СН, как ГВ к НВ, и, сотропепдо, 
СН [5 относится к СН, как НГ к НА, и, возводя от- 
ношения в квадрат, (СН | [,5)? относится к СН”, как 
НЕ? к НЕ?, т. е. (по построению) как ВЕ? к ВГ?, т. е. как 
БЕ к БС, или как ЕТ к ЕН. Таким образом, (СН -- [/5)? = 


— РТ СН?. Значит, 65 — А — РГ би Г х СИ-- 
ЕН ЕН ЕН 


+-2АЕХ АХ — АХ? = т хХ (Х2—2АН Х Ху АЙ*. 


ЕТ = 
Вычтите из обеих сторон по тн Х СН?, останется 


2 АЕ Х АХ — АХ? = я (ХРАЗАНХ Ху АЙ? — бИ?). 
Но АН = АС | СН, значит, АН? = АС? + 2АСХ СН -- 
+- СН?. Если из обеих сторон вычесть по СИ?, то в остатке 
будет АН? — СИ? = АС? 2АС Х СН, или АН? — СЁ*—= 
—=2АС Хх (5 -- сн} —=2АС Хх ЕН. Таким образом, 2АЕ Х 
ов 
ЕН 


Е1 —- 2ЕТ 
== —_———_ х Х 8 АНХ 2АС х ЕТ. Ч. . 8 
тн У — ТН Ху + т. д 


ХАХ — АХ? = Х (Х? —2АНХХу-Р 2АСХЕН), т. е. = 
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Лемма 11 


В прежних предположениях АХ относится к Ху— АС, 
как Ху к 2БС. 

В самом деле, если из величин, равных во второй лемме, 
вычесть величины, равные в первой, то в остатке будет 


— НГ уь _ 221 дн РА 
2СЕХАХ р Ху р х Ху 21 Х ХУ. Если обе 


стороны умножитьна РН то? РНХСЕХАХ=Н1ХХ-?—2ЕТ Хх 
ХАНХ Ху 241 ХЕНХ Х{. Но А1=НТ-Р АН, значит, 
271 ХАН —2ЕНХ А1=2Е1 ЖАН —2ЕН Х АН—2ЕН ХИН. 
Далее, 221ХАН —2ЕНХАН =2АНХАИТ и ЗАНХ Н1М— 
—2ЕН Хх Н1=2НТ1ЖАЕ. Значит. 2Е1Х АН —2ЕН ЖА1 = 


—=2Н1Х АРи2ЕН ХСЕХАХ=Н1Х Ху?—2НТХ АЕ ХХ... 
Таким образом, НГ относится к ЕН, как 2СЕЖАХ 
к Х/? —2АРХ Ху. Но, по построению, НТ относится к ЕН, 
как СЕ к ВС, и, значит, как 2СЕЖАХ к 2ВСХАХ. Та- 
ким образом, 2ВСХ АХ=Х\? —2АЕРХ Ху (по предл. 9 кн. 5 
„Начал“). Но так как прямоугольники равны, то стороны 
пропорциональны и АХ относится к Ху— АЕ (т. е. Ху— 
— АС), как Ху к 2БС. Ч. т. д. 


Лемма ПУ 


Все в тех же предположениях 2Ё1[ относится к АХ — 
— АВ, как Ху к 2БС. 
В самом деле, если из величин, равных в третьей лемме, 


г. е. 2ВСХАХ=Ху? —2АЕРХ Ху, вычесть величины, равные 
в первой лемме, то в остатке будет —2АВХАХ -- АХ? — 
—=2Е[ Х Ху —2АСХ ВТ т. е. АХХ(АХ — 2АБ) = 
—=2Е1 Х (Ху АС). Нотак как прямоугольники равны, то 
стороны пропорциональны и 27 относится к АХ — 2АВ, как 
АХ к Х{ — АС, т. е. (согласно третьей лемме), как Ху к 
2ВС. Ч. т. д. 

Наконец, построение задачи доказывается при помощи 
этих лемм следующим образом. 
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Но четвертой лемме, Ху относится к 2ВС, как 2ЁЕ[Г к 
АХ —2АВ, т. е. (по предл. 1 кн. 6 „Начал“) как 2ВС Ж2Е1 
к 2ВСХ (АХ — 2АВ), или к 2ВСХАХ — 2ВС ХЗАВ. Но, по 
третьей лемме, АХ относится к Ху—2АР, как Ху к 2ВС, 


или же 2ВСХ АХ=Х\? —ЗАЕХ Ху, и, значит, Ху отно- 
сится к 2ВС, как 2ВС Х2ЕГ к Х1? — 2АЕХ Ху—2ВС Х2АВ. 
Если перемножить крайние и средние, то Хз —2АЁХ Х-2 — 
—4ВСХАВХ Ху=8ВС?Х ЕГ. Если к обеим сторонам при- 
бавить по 2АРХ ХХ? - 4АВСХАВХ Ху, то Х4=2АЕХ Ху 
-- 4ВСХАВХ Х{ —- 8ВС*Х ЕТ. Но в построении, которое тре- 


буется доказать, 5 Ху была равна корню уравнения х, АР==р, 

ВС =-п, АВ=-Т и Е|=—_. Таким образом, ВС Х АВ= и 
п, п 

ВС?Х Е1-==+. Если подставить все это, то получится, что 


18 = рН дх г. 
Ч. т. д. 

Следствие. Если положить линии АГ и АВ равными 
нулю, то, по третьей и четвертой леммам, 2Ё1 будет отно- 
ситься к АХ, как АХ к Хуи как Ху к 2В5С. Из этого 
вытекает способ отыскания двух средних пропорцио- 
нальных между какими-либо двумя данными величинами 
РТ и ВС. 

Поучение. Я изложил пока только метод построения 
кубического уравнения при помощи эллипса, но правило это 
более общего характера и распространяется на все кониче- 
ские сечения без различия. В самом деле, если вы желаете 
вместо эллипса применить гиперболу, то отложите линии ВС 
и ВЕ в разные стороны от точки В. Точки А, Р, С, Н, Г, К, Г, 
и Я определяются попрежнему, с тем лишь отличием, что 
линия ЁЕН должна быть отложена от РЁ в сторону, противо- 
положную Г, что НЁ следует отложить не на НГ, а по обе 
стороны от точки Я на линии А[, и что вместо прямой 
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СП следует провести две другие прямые, идущие от точки 
Г. к двум точкам ЛА, А и служащие асимптотами гипер- 
болы. Опишите гиперболу, проходящую через точку С и 
имеющую асимитоты ЁА, ГВ, и из центра К опишите радиусом 
КС круг. Половины перпендикуляров, опущенных из точек. 
пересечения гиперболы с кругом на прямую АЕ, будут кор- 
нями предложенного уравнения. Все это доказывается, как 
и раньше, если только надлежащим образом изменять зна- 
ки ти —. 

Если же вы станете применять параболу, то точка ЕЁ уда- 
лится на бесконечное расстояние и, таким образом, ее брать 
не нужно, а точка Н совпадет с точкой ГК. При этом через 
гочки Си А нужно будет описать параболу с осью ЯГ и 
главной прямой стороной ВС; вершина ее будет находиться 
относительно точки РЁ с той же стороны, с какой точка 
В расположена относительно точки С. 

С точки зрения аналитической простоты построения при 
помощи параболы — простейшие из всех. За ними следуют 
построения при помощи гиперболы, а построения при по- 
мощи эллипса занимают третье место. Но если при описании 
фигур считаться с простотой их вычерчивания, то этот по- 
рядок нужно изменить. 

Относительно этих построений следует заметить, что вид 
эллипса и гиперболы определяется отношением главной 
прямой стороны к поперечной стороне, а это отношение есть 
отношение линий БС и ВЕ, и поэтому его можно считать 
известным. Но у параболы имеется только один вид: пара- 
бола получается, если взять ВЕ бесконечной длины. Таким 
образом, всякое кубическое уравнение можно построить при 
помощи конического сечения любого данного вида. А для того 
чтобы преобразовать фигуры, данные по виду, в фигуры, 
данные по величине, нужно увеличить или уменьшить в дан- 
ном отношении все линии, при помощи которых фигуры 
задаются по виду. 138 Таким образом, мы можем построить 
все кубические уравнения при помощи любого данного 
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конического сечения. Более подробно это можно объяснить сле- 
дующим образом. 
Требуется построить какое-либо кубическое уравнение 


18 == ра? + х--т 


при Помощи некоторого данного конического сечения 


(фиг. 106, 107). 
У 


Фиг. 106 


Из какой-либо точки В на бесконечной прямой ВСЕ 
отложите две длины ВС и ВЕ, причем в одну сторону, если 
коническое сечение есть эллипс, и в противоположные сто- 
роны, если оно есть гипербола. Отношение ВС к ВЕ возь- 
мите равным отношению главной прямой стороны данного 
сечения к его поперечной стороне. Обозначьте ВС через п и 


отложите ВА = в сторону С, если 4 отрицательно, и в 
т 

противоположную сторону, если оно положительно. Восста- 

новите в точке А перпендикуляр 47, на котором возьмите 


АЁГ=р, ГС=АР и Е1=--. Если р и г имеют одинаковые 
В 


знаки, то отложите РЁ] в сторону С, а если они имеют раз- 
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личные знаки, то в сторону А. Затем возьмите РН, относя- 
щуюся к ЁРЛ, как ВС к БЕ, и если сечение есть эллипс, то 
отложите ЕН от точки РЁ в сторону к Г, а если оно есть 
гипербола, то в противоположную сторону. Дополните па- 


м -------- м 


Фиг. 107 


раллелограмы ГАСК, НАЕГ, и перенесите все эти уже опи- 
санные линии на данное коническое сечение, или, что то же 
самое, опишите около них коническое сечение, с тем чтобы 
его ось, или главный поперечный диаметр, совпала с прямой 
ГИ и его центр попал в точку С. Сделав все это, проведите 


29 Ньютон. Всеобщая арифметика, 
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прямую АГ, а также СГ,, пересекающую коническое сечение 
в 2. Затем на ГК отложите ГЁ, относящуюся к СК, как Га 
к Ё[С, и из центра Ё опишите радиусом Ёе круг. Из точек, 
в которых круг пересекает данную кривую, опустите на ли- 
нию [Н перпендикуляры, одним из которых пусть будет Г. 
Наконец, в сторону у отложите ГУ, относящуюся к Г\, как 
[С к Ге. При продолжении ТУ пересечет АВ в точке Х. 


Тогда -> ХУ будет одним из корней данного уравнения. При 


положительном г корни, лежащие относительно ВА с той же 
стороны, с какой ЁР[ расположена относительно Ё, будут 
положительными, а корни, лежащие с другой стороны, будут 
отрицательными; при т отрицательном дело будет обстоять 
наоборот. 

Так строят кубические уравнения при помощи данных 
эллипсов и гипербол. Если же дана парабола, то линию ВС 
нужно взять равной ее прямой стороне. Затем, найдя, как 
выше, точки А, Р, С, Ги К, нужно из центра К описать 
радиусом КС круги так приложить параболу к уже сделан- 
ному чертежу (или чертеж к параболе), чтобы она прошла 
через точки А и С, ее ось прошла через точку ЕЁ парал- 
лельно АС и чтобы вершина ее оказалась с той же стороны 
относительно ‚ЁР, 'с какой В расположена относительно (. 
Если, сделав это, опустить из точек пересечения параболы 
с кругом перпендикуляры на линию ВС, то половины этих 
перпендикуляров будут равны корням уравнения, которые 
требовалось построить. 

Заметьте,. что когда отсутствует второй член уравнения 
и поэтому прямая сторона параболы есть число 2, наше 
построение совпадает с тем, которое дал в своей „Геометрии“ 
Декарт, только с тем отличием, что здесь все линии вдвое 
больше, чем у него. 

Таково общее правило построений. Но когда ставятся 
частные задачи, мы должны стараться найти наиболее про- 
стые формы построений. Дело в том, что остается неопре- 
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деленной величина п, подходящий выбор которой позволяет 
по большей части упростить уравнение. Я приведу один пример. 

Допустим, что дан эллипс и что требуется найти две 
средние пропорциональные между данными линиями аи В, 


Положим, что первая из них есть х. Тогда непрерывно про- 


22 
порциональными будут а, х, —,6, и уравнение, которое 
[71 


3 


т В 
нужно построить, есть а6б=—, или 2%==а?5. Здесь отсут- 
{ил 


ствуют члены риф, а член г—=а?. Таким образом, ВА м 


р 
АЕ равны нулю и ВТ”. Чтобы возможно упростить 
п 


последний член, положим п=а, тогда Е1=6. Построение 
в этом случае будет таково. 


=. 


` 
-. 


о ой 


„- 
о 
>=” 
- © 


г 


Фиг. 108 


От какой-либо точки А отложите на бесконечной пря- 
мой АЕ линию АС—а (фиг. 108). С той ке стороны от точки 
А возьмите АЕ так, чтобы отношение АС к АЕ было равно 
отношению главной прямой стороны эллипса к поперечной сто- 
роне. На перпендикуляре 4/ возьмите А/==и АН, относящую- 
сяк АГ, как АСк АЕ. Дополните параллелограмы ГАСК,НАЕГ, 
22* 
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и проведите Г.А и ГК. Приложите к этому чертежу данный 
эллипс, и он пересечет прямую АЁ в точке г. Возьмите от- 
ношение 1А к [.К равным [5 к ГА. Из центра Ё опишите 
радиусом Ёё круг, который пересечет эллипс в 1. Опустите 
на АЕ перпендикуляр уХ, который пересечет НГ, в Т, и про- 
должите его до У так, чтобы ТУ относилась к Гу, как Г.А 


к Г. Тогда > ХУ будет равна х, первой из двух средних 


‚‘пропорциональных. Ч. т. с.140 


ПРИЛОЖЕНИЯ 
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ПОСЛЕСЛОВИЕ ПЕРЕВОДЧИКА 


„Всеобщая арифметика“ Ньютона издана была впервые 
в 1707 г. по авторской записи его лекций, читанных в Кем- 
бридже в 1673—1683 гг., а затем неоднократно переиздавалась 
с различными комментариями и дополнениями других авторов. 
Настоящий перевод выполнен с издания 1732 г. и сверен 
с английским переводом в издании 1728 г. Английский 
перевод, сделанный известным математиком Рефсоном еще 
при жизни Ньютона, помог мне облегчить язык русского 
перевода; в ряде случаев я ввел в русский перевод отдель- 
ные обороты английского издания, уточняющие смысл ори- 
гинального текста. 

Чертежи 1 взяты из издания Кастильона 1761 г., но в 
настоящем переводе они помещены в соответствующих местах 
текста, а не сгруппированы в таблицах, как в старинных 
изданиях. 

Обозначения Ньютона хотя и незначительно, но.все же от- 
личались от нынешних. Для удобства советских читателей 
почти все формулы записаны в символах нашего времени, 
а отклонения от оригинала оговорены в примечаниях. От этого 
правила пришлось отступить лишь в нескольких случаях, в 
которых применение современных нам записей потребовало бы 
нарушения текста Ньютона. Кроме того, опять-таки для облег- 
чения чтения книги, значительная часть математических выра- 
жений набрана отдельной строкой,—в изданиях ХУП в. 
формулы и уравнения обыкновенно так не выделялись. 
Наконец, нужно отметить, что в некоторых позднейших 
изданиях текст Ньютона был дополнительно разбит на главы 
и параграфы. Я такой разбивки не производил. 


1 Кроме №№ 17 и 86, имеющихся в некоторых других изданиях. 
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Начиная с У. Уистона, подготовившего к печати первое 
издание алгебраических лекций Ньютона, каждый ее изда- 
тель снабжал книгу предисловием. Эти предисловия не пред- 
ставляют ни математического, ни сколько-нибудь значитель- 
ного исторического интереса и в русском переводе опущены. 
Точно так же не включены в русское издание различные 
дополнения и комментарии. Занимая скромное место в пер- 
вом издании, к которому Уистон приложил только воспол- 
нявшую некоторую неполноту труда Ньютона статью 9. Гал- 
лея о численном решении уравнений, эти дополнения в позд- 
нейших изданиях „Всеобщей арифметики“ чрезвычайно раз- 
рослись. Читатель может судить об этом хотя бы по описа- 
нию содержания издания Кастильона, приведенному ниже. 
Весь этот дополнительный материал, имевший большую 
ценность Для лиц, изучавших в ХУП] в. алгебру по книге 
Ньютона, по своему научному значению совершенно не срав- 
ним с основным текстом „Всеобщей арифметики“. Краткие 
сведения о нем приведены в примечаниях и статье пере- 
водчика. 

Примечания переводчика, помещенные в конце книги, 
имеют главной целью ознакомить читателя с историей раз- 
вития того или иного понятия, метода или теоремы и отде- 
лить результаты, принадлежавшие Нъютону, от достижений 
его предшественников, а вместе с тем наметить вехи после- 
дующего их развития. Опущенные Ньютоном выводы теорем 
не приводятся, в противном случае примечания разрослись 
бы до размеров отдельного тома и превратились бы в ру- 
ководство по алгебре. Вместо этого сделаны ссылки на 
соответствующую литературу. Общая характеристика и оценка 
„Всеобщей арифметики“ даны в статье переводчика, прило- 
женной далее. 

Ниже приведен список латинских изданий „Всеобщей 
арифметики“ и ее английских и французского переводов. 

1) АгбЬтейса атлуегза!з, уе 4е сошроз опе её гезо- 
Яопе агИбтейса НЪег. Си{ ассеззф НаПейапа аедиай опят 
га 1сез агтейсе 1пуетепа1 пебпо4 из. [п изиш ауепииыз Аса- 
Деглзае. — Сапфат1олае, 1707. 8%. Это — издание У. Уистона. 

2) То же. Е4\то зесяида, ш даа шиаКа 1лтполщатвиг еф етеп- 
Чапфаг, поппаПа аддатфтг. 1 .оп@ 11, 1722. 8%. Издание это под- 
готовил под наблюдением Ньютона Мэчин. 

3) То же. Глаедат Вафауогаш, 1732.4®, Издатель, 
В. с’Гравезанд снабдил текст Ньютона примечаниями и при- 


ИСААК НЬЮТОН (1706 г.) 
Портрет работы Вильяма Ганди (младшего) 


ПОСЛЕСЛОВИЕ ПЕРЕВОДЧИКА 345 


ложил ряд статей по алгебре, большей частью из РЬ1озо- 
рЬ#са! Тртапзасиотз: Е. Наеу. МебВо4из поуа ассигафа её 
{ас113 1пуепеп1 га@1сез аефиайопит фаагитеипаие сепегаП- 
{ег зше ргаеула гедисЯопте; Его же. Бе сопятгисйопе ргор- 
]етлакат зоН49огит з1уе аедиаЯопишт егиае уе] даарае 
рофезфаз, итлса Чафа рагафо]а ас с1лгси1о е{ слепа, @1ззега- 
Нипси|а; Его же. Пе питего гад1сита п аедаамоп1Ь из зой- 
413 ас 51аладгас1з, з1уе фегМае ас диагбае рофезф 413, еагит- 
дие Нити, бтасбаба аз; Т. Со]зоп. АедиаМопат сиб1сагит 
еф р1апайгайсит бит оеотлетг1са её тесБаплса гезоило итуег- 
за!з; А. Ое-Мот1уге. Аефиамопит Чаагипдат робезбайз 
фегаае, Чишбае, зерырае, попае, еф зиретогит, а@ шВо\иат 
издае регоепдо, 11 фегийий8 ИпИЙв, а@ 1пзфаг геву]агата рго 
сиф1с1з, Члае уосапуме Сагдар1, гезоо апа1уйса; С. Мас- 
Тапг1п. Ер13ю]а 4е аециаМоп1Риз 11 физ Чапбиг га41сез 
1проззФИез; Его же. Ерз]а зесипда; @. Сашрье!1. 
Мефодиз Чебегийпап41 питшегат га@сатш парозяЮИит шп 
аедчайоп1Ьиз аНесйлв. 

4) Агирттейса иптуегзаз... регрейлз соттепваг11$ 1Ши- 
гафа еф аисва а 1. А. Гессь1л. Мед1о]апейз1, 1732. 8%. 

5) Атитейса итуегзаИз... Сиш соттепфагю Фовапиа$ 
Сазн!опе!. 2 тома. Атзеодатол, 1761.4. Кастильон снаб- 
дил это издание многочисленными примечаниями и поясне- 
ниями. Во П томе, кроме статей, приложенных в издании 
с’Гравезанда, добавлены еще: (5. Е. Ваегтапп. ОБетопяхгайо 
Пеогета $ 4е рофеп 1$ га1сиш; А. а. Каез&пег. Ветоп- 
Угамо Пеотетайз Нагго 1 (т. е. правила знаков Декарта); 
В. У. ВозсоутсЬ. Озегуайо ш ргоеша БУТ. 

6) Агитиейса аитуегзаМз зититийл Ме\жбоптл, соштасфа, ИШ- 
чбгафа её ]осир]ебафа; ргаееитце 10о01са апа1у41са а Со4е{. Ата. 
Обсогб. Гао Вафауогиш, 1761. 8%. 

7) Тзаас1 Меж4от1 Орега диае ехзфапф отпила. Соттепфаг!з 
Шазбкауй башие! Ног еу. 5 томов. Гопалшл, 1779—1785. 40; 
„Всеобщая арифметика“ помещена в первом томе этого 
издания. . 

8) Оуегза1 агбьтейсКк: ог, а Чтеайзе оЁ агИЪтлемса1 
сопроз оп ап@ гезофайоп. То лев 15 а4аеа Рг. НаПеу’в 
Мев зо о! Нп@1ше Те гоофз о{ ефааМопз агбршейсаПу. У/ти- 
{еп ш 1айп Бу я ПШзаас Меубоп, ап4 фтапафеЯ Бу Фе ]а4е 
Мг. Ва!рВзоп, ап@ геу1зей ап соггесеа Ъу Мг. Сипо. Вопдоп, 
1720. 8%. 

9) То же. ТЬе зесов4 е@1оп, уегу плмеВ соггефе4. оп- 
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Чоп, 1728. 8%. Этот перевод. исправлен в соответствии с 
исправленным латинским изданием 1722 г. 

10) Оптуегза1 агИбтейскК и т. д., $0 мае 1$ ад4е4 а фгеаязе 
ироп 4Ъе тшеазигез о{ гайоз Бу Ташез Мавите. ТЬе \зро]е 
Шазга{фе ап ехр1аше4 11 а зеглез о! пофез Бу ТЬеаКег У!!- 
ег. Гоп@ой, 1769. 8%. 

Это-—третье издание перевода Рефсона. Издатель, препода- 
ватель Дублинского университета Уильдер, заменил статью 
Галлея посвященными приближенному вычислению корней 
уравнений разделами „Алгебры“ Маклорена. В статье Мегира 
(также преподавателя университета в Дублине) изложено 
было учение о логарифмах. 

11) Агиюбидие аптуегзеПе де Мемфоп, фтадаЦце ауес 4ез 
10%ез ехрИсамуез раг М. Веаи4еих. 2 тома. Раг1з, Ап Х.— 
1802. 40. 

Издания пи. 1, 2,4, _6, 8 мне были недоступны. Они 
указаны по книге Сестре Т. Сгау. А М ЪПостарву оЁ Бе 
\отк$ о{ 51 [заас Ме\зфоп. Сато, 1907. 


А. П. ЮШЕЕВИЧ 
9 ВСЕОБЩЕЙ АРИФМЕТИКЕ“ И. НЬЮТОНА 


1 


Среди трудов Исаака Ньютона „Всеобщая арифметика“ 
пользуется сравнительно меньшей известностью. Немеркну- 
щую мировую славу великому геометру принесли прежде 
всего его „Математические начала натуральной философии“ 
и „Оптика“, а затем созданное им параллельно с Лейбницем 
исчисление бесконечно малых. Между тем лекции Ньютона 
по алгебре, изданные в 1707 г. под названием „Агийтейса 
ип1уегза!з“, до сих пор заслуживают пристального внима- 
ния и историков науки и широких кругов читателей, осо- 
бенно педагогов, заслуживают не только потому, что читаны 
были они Ньютоном, но и в силу той исключительно круп- 
ной роли, которую они сыграли в развитии алгебры как 
науки и как предмета. школьного преподавания. 

Чтобы правильно оценить историческое место „Всеобщей 
арифметики“, необходимо несколько осветить непосредственно 
предшествовавшие им труды по алгебре, традицию которых 
Ньютон во многом продолжил, но во многсм и преодолел, 
сообщив новое направление дальнейшим исследованиям. 

Алгебра —одна из древнейших математических наук. 
Решением квадратных уравнений и простейших задач, при- 
‚водящихся к неполным кубическим уравнениям, занимались 
еще ученые древнего Вавилона за две тысячи лет до н. э. 
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Мы не будем, однако, задерживаться на ряде важных эта- 
пов истории алгебры древности и средних веков: на „геоме- 
трической алгебре“ эпохи расцвета античной науки, на 
зачатках символической алгебры Диофанта, на блестящих 
построениях корней кубических уравнений арабоязычных ма- 
тематиков, на первых шагах средневековых европейских 
алгебраистов. Мы несколько остановимся лишь на краткой 
характеристике успехов алгебры в ХУ в., в котором мате- 
матические исследования с особенной силой устремились 
как раз на совершенствование алгебраических методов. 

Самое начало ХУТв. отмечено было открытием Сципионом 
дель-Ферро числового решения кубического уравнения типа 
13 -- рх=9. Решение это было вновь найдено в 4535 г. Ни- 
колаем 'Тарталья, который одновременно нашел и правила 
решения уравнений 143 —— 4=рхи 13==рх- 4. Правила Тар- 
талья были опубликованы в 1545 г. Джироламо Кардано вмес- 
те с найденным самим 'Кардано приемом приведения полного 
кубического уравнения к уравнению, не содержащему члена 
второй степени, а также с решением уравнения четвертой сте- 
пени, найденным Лодовико Феррари. Было бы трудно переоце- 
нить значение этих фундаментальных открытий: и огромное впе- 
чатление, которое они произвели на современных им ученых, 
внушив им уверенность в необычайной мощи алгебраических 
методов, и важность ряда связанных © ними проблем, на- 
пример, „неприводимого случая“ кубического уравнения, 
в котором заведомо действительный корень выражается че- 
рез квадратные корни из отрицательных чисел. 

Другим существенным фактором развития алгебры явилось 
открытие математиками ХУ и ХУ! вв. обобщения действия 
возведения в степень на случай дробных и отрицательных 
показателей. И теория уравнений, и это обобщение, и изу- 
чение прогрессий содействовали расширению понятия о чис- 
ле, введению чисел отрицательных и мнимых. Наконец, 
немалые успехи достигнуты были в построении алгебраиче- 
ской символики. Частью путем сокращения научных терми- 
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нов, частью путем изобретения специальных знаков в алгебру 
введено было большое количество конкурировавших между 
собой символов ряда действий, равенства, нескольких первых 
(целых и положительных) степеней неизвестной величины. 

В результате всех этих достижений, как правильно за- 
метил в свое время И. Ю. Тимченко, „у ученых ХУ] в., 
внимательно изучавших сочинения древних, сложилось 
твердое убеждение в том, что должна существовать общая, 
не известная еще наука, обнимающая и остроумные измыш- 
ления новейших алгебраистов и глубокие геометрические 
изыскания древности“.1 Первый опыт построения такой 
науки, соединяющей эффективность алгебраических методов 
со строгостью античной геометрии, предпринял на рубеже 
ХУГи ХУП вв. Франсуа Виет. Целью Виета было создание 
аналитического искусства, которое позволило бы „хорошо 
производить математические открытия“, фактически главным 
образом решать задачи геометрия. Принципиальной заслугой 
Виета явилось при этом первое построение алгорифма ал- 
гебры как науки об общих величинах. Слабость анализа 
древних он усматривал в том, что они употребляли лишь 
конкретные числа. Новая, „гораздо более счастливая и могу- 
чая“ алгебра изучает общие величины. Когда величины 
выражены числами, они составляют предмет „числовой логи- 
стики“. Но числовая логистика подчиняется „видовой“, сим- 
волической логистике, или алгебре. Предметом 10015Ясае 
зреслозае являются геометрические, а также псевдогеометри- 
ческие величины — скаляры, образующие восходящую шка- 
лу — лестницу. Эти ступеньки-скаляры суть сторона, квадрат, 
куб, квадрато-квадрат, квадрато-куб и т. д., и им соответ- 
ствует лестница родов: длина или ширина, площадь, объем, 
ллощаде-площадь, площадь-объем и т. д. Операции над ска- 
лярами, родственные, но отнюдь не тождественные с число- 


+ Фл. Нэджори, „История элементарной математики“. Пер. под 
ред., с примеч. и добавл. И. Ю. Тимченко. Одесса, 1917, стр. 390—391. 
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выми действиями, бывают четырех родов. Из них сложение и 
вычитание обязательно подчиняются „закону однородности“, 
который дозволяет складывать, вычитать и приравнивать 
лишь величины одного рода. Умножению чисел соответствует 
проведение величины В к величине А (4асйо В ш 4), по- 
рождающее величину нового рода, размерность которой как 
бы есть сумма размерностей В и 4; так, провести ширину 
к длине значит образовать из них прямоугольник. Прило- 
жение А к В (аррПсайо А а4 В), соответствующее делению 
чисел, означает образование величины с размерностью, рав- 
ной разности размерностей А и В. 

Чтобы сообщить операциям видовой логистики желатель- 
ную общность, Виет ввел новую символику для скаляров, 
предложив представлять их при помощи „видов или форм 
вещей, например элементов алфавита“ (рег зреслез зеи гегат 
Гогтаз, 0 рофе рег а\рБафейса е]етегба). В этом отношении, 
правда, у него были некоторые предшественники. Но, во- 
первых, никто из них не подчеркнул с такой принципиаль- 
ностью роли этой символики и, во-вторых, не применил 
буквенного обозначения для величин, принятых за данные. 
Виет систематически различил символы для величин неиз- 
вестных и данных. „Данные величины, -- писал он, — должны 
отличаться от искомых неизвестных тем, что неизвестные 
величины будут обозначены буквой А или другой гласной Ё, 
1, О, а данные — буквами В, ) или другими согласными“. 
Введение буквенных коэффициентов положило начало разви- 
тию оперативного механизма алгебраических преобразований. 

Кроме этих, весьма общих и именно благодаря своей 
общности богатых последствиями идей Виету принадлежал и 
ряд важных частных открытий в алгебре. В несколько более 
сложной, чем нынешняя, форме он установил зависимости 
между корнями и коэффициентами уравнения,! показал, как 


1 Эта сложность связана была с тем, что Виет признавал только 
положительные корни уравнений. 
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строить уравнения, корни которых так или иначе зависят от 
корней заданного уравнения (отличаются от них на данное 
слагаемое или множитель или обратны по отношению к ним), 
дал тригонометрическое решение кубического уравнения в не- 
приводимом случае и т. д. Вместе с тем, тесно примкнув к 
античной геометрической традиции, Виет весьма ограничил воз- 
можности своего аналитического искусства. В его шкале не 
нашли места дробные степени; принцип однопводности требовал 
введения вспомогательных множителей, отягощавших весь 
аппарат формул; Виет не признавал не только мнимых, но и 
отрицательных чисел; его символика обозначений степеней 
была неудобна для распространения ни на высшие, ни на дроб- 
ные и отрицательные степени и т. д. Несмотря на глубину его 
теории лестницы величин (в некотором смысле ее идеи нашли 
своеобразное продолжение, например, в алгебре векторов), 
между видовой и числовой логистиками существовал глубо- 
кий разрыв. Сильно геометризованная еще общая алгебра 
отставала от задач, стоявших перед числовой алгеброй. 
Новая радикальная реформа алгебры выпала на долю Рене 
Декарта. ! | 


И 


Открытия Декарта, сделанные в 1619—1630 гг., были 
изложены в его знаменитой „Геометрии“, опубликованной в 
1637 г. в качестве третьего приложения к философскому 
трактату „Рассуждение о методе“. Общие методологические 
и математические идеи Декарта развивались в тесной вза- 
имосвязи. Математика должна была стать универсальным 
приемом изучения материального мира, его пространственных 
форм и наблюдаемых в нем движений. „Должна, — писал 
Декарт, — существовать некая общая наука, объясняющая все, 


+ О Виете см. М. Магте. Н1з5юше 4ез зс1епсез та 6таНааез е% 
рвуз14иез. Раг1з, 1884, т. ПШ, стр. 6—19, 27—65. 
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относящееся к порядку и мере, не входя в исследование ника- 
ких частных предметов, и эта наука должна называться... ста- 
рым, уже вошедшим в употребление именем всеобщей матема- 
тики (па{Вез1; пптуегза!1$), ибо она содержит в себе все то, бла- 
годаря чему другие науки называются частями математики“. 1 

Основным предметом всеобщей математики должны были 
служить отвлеченные отношения величин и пропорции, 
равенства этих отношений; поэтому было необходимо разра- 
ботать общий прием изучения отношений. Вместе с тем, 
поскольку исследование пространственных форм и движения 
опирается на геометрию, необходимо было реформировать и 
самую геометрию, синтетические приемы которой не обладали 
требуемой универсальностью и единством. Такой общий прием 
Декарт усмотрел в алгебре и поэтому непосредственной 
целью его явились преобразование алгебры в универсальную 
математику и алгебраизация методов геометрии. 

В качестве простейшего элемента новой алгебры, который 
позволил бы выражать величины и их взаимоотношения, 
Декарт выбрал отрезок и обозначающую его символически 
букву. „Приняв во внимание, — говорил он,—что для луч- 
шего познания их (отношений) мне потребуется иногда рас- 
сматривать эти пропорции каждую в отдельности, а иногда 
только удержать их в памяти или обнять многие разом, я 
полагал, что для лучшего рассмотрения в частностях должен 
их предполагать в линиях, так как не находил ничего более 
простого и ясного, что мог бы более отчетливо представить 
моему воображению и моим чувствам. А чтобы удержать и 
обнять многие разом, требовалось, чтобы я изъяснил их 
возможно кратчайшими знаками; и таким образом я позаим- 
ствовал лучшее и из геометрического анализа и из алгебры 
и исправлял все недостатки одного при помощи другого“. ? 


1Р. Декарт. „Правила для руководства ума“. М., 1936, стр. 64—65. 
* Резсагфез. Озиугез. РибП6ез рэг СВ. А4аш её Р. Таппету. 
Раг15, 1897—1910, т. УТ, стр. 20. 
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В результате алгебра Декарта оказалась линейной алгеброй, 
исчислением отрезков. Вместе с тем положено было начало 
арифметизации геометрии. 

Свою „Геометрию“ Декарт начинает с замечания, что все 
задачи геометрии легко приводятся к такому виду, что для 
их построения требуется лишь знать длины некоторых пря- 
мых отрезков, и после этого разъясняет, как арифметиче- 
ское исчисление относится к геометрическим построениям: 
„Подобно тому, как вся арифметика состоит только в четы- 
рех или пяти действиях, именно в сложении, вычитании, 
умножении, делении и извлечении корней..., подобно 
этому в геометрии, чтобы подготовить искомые линии к 
определению, нужно только прибавить к этим линиям или 
отнять от них другие; или же нужно, имея линию, которую 
я, дабы удобнее установить более тесную связь с числами, 
назову единицей и которая обыкновенно может быть выбра- 
на произвольно. и имея еще две другие линии, — найти 
четвертую линию, так относящуюся к одной из этих двух, 
как другая к единице, а это то же самое, что умножение; 
или же найти четвертую линию, так относящуюся к одной 
из этих двух, как единица к другой, а это то же самое, что 
деление; или, наконец, найти одну.или же две, или несколько 
средних пропорциональных между единицей и какой-либо 
другой линией, а это то же самое, что извлечь квадратный 
или же кубический и т. д. корень. С целью быть более 
понятным, я без опасений введу эти арифметические тер- 
мины в геометрию“.1 Слабость античных математиков Декарт 
видел именно в их опасении применять в геометрии арифме- 
тические термины. Изложенная идея имеет принципиальное 
значение в математике Декарта. С одной стороны, здесь 
перебрасывался мост между алгеброй и геометрией. С другой 
стороны, самый фундамент всеобщей математики оставался 
еще геометрическим: основные операции ее сводились к 


Ё+Р. Декарт, „Геометрия“. М., 1938, стр. 12—13. 
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сложениям или вычислениям отрезков и к построению раз- 
личных пропорциональных отрезков, т. е. к античной теории 
отношений, подробно изложенной в У книге „Начал“ 
Эвклида. 1 

Сведёние отношений величин к отношениям отрезков, а 
не прямо к числам связано было с неразвитостью понятия 
о числе. Хотя европейские математики уже давно опериро- 
вали с любыми положительными числами, как рациональны- 
ми, так и иррациональными, но под числом понимали еще, 
согласно античной традиции, лишь целое число, лишь собра- 
ние единиц. Это подчеркнул в своих пояснениях к латин- 
скому изданию „Геометрии“ последователь Декарта Флори- 
мон Дебон. Указав, что произвольные отношения величин 
общим образом следует рассматривать при помощи отрезков, 
он говорил: „Этого не дают числа, которые не в состоянии выра- 
зить отношения, имеющиеся между несоизмеримыми количе- 
ствами“.? Но вместе с тем Декарт открывал и путь к новому 
общему определению произвольного положительного числа, 
наводя на мысль, что для „более тесной связи с числами“ 
достаточно понимать под числом просто отношение любого 
отрезка к единичному. 

Введя в самые основания алгебры геометрическую вели- 
чину — отрезок, Декарт, однако, в отличие от Виета, не по- 
строил лестницы скаляров. Под произведениями, степенями 
и корнями величин он понимал опять-таки отрезки, вводя 
нужное число раз множителем или делителем подразумевае- 
мую единицу. Так, ‚если нужно извлечь кубический корень 
из а466 —6, то следует представить себе, что величина аа66 
поделена один раз на единицу, а другая величина 6 два 
раза умножена на нее“.3 Благодаря этому отпадала необхо- 


? 


+ По существу эта теория не связана была с геометрическим пред- 
ставлением величин, но математики ХУП в. рассматривали ее лищь 
в связи с геометрическими приложениями. 

* «беотей“а», 1695, ч. Г, стр. 107. 

3 „Геометрия“, стр. 13. 
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димость в приписывании дополнительных коэффициентов и 
чрезвычайно упрощалась запись алгебраических выражений. 

Геометрия выступила и в другом, решающем пункте 
декартовой всеобщей математики. Всякая поддающаяся общему 
методу исследования задача приводится к алгебраическому 
уравнению, но как решить последнее? Общим приемом ре- 
шения уравнений для Декарта служило построение их кор- 
ней при помощи пересечения кривых. Прием этот, употреб- 
лявшийся еще античными математиками и особенно развитый 
Омаром Хайямом, * имел в глазах автора „Геометрии“ осново- 
лоложное значение. Именно в связи с ним Декарт дал первую, 
еше несовершенную классификацию кривых. Он прежде 
всего разделил плоские кривые на геометрические и меха- 
нические (по терминологии Лейбница — алгебраические и 
трансцендентные) в соответствии с тем, могут ли они или 
нет быть выражены в созданной им системе координат урав- 
нением, под которым он понимал уравнение алгебраическое. ? 
Геометрические кривые он в свою очередь разбил на роды, 
объединяя в П-Й род кривые 2—1 и 27-го порядков 
(терминология Ньютона). При этом Декарт выставил в 
качестве правила, что для построения корней уравнения 
следует использовать кривые возможно низшей степени. 
„Хотя, — писал он, — в геометрию должны быть допущены 
все кривые линии, которые можно описать посредством 
какого-либо правильного движения, но это вовсе не значит, 
что для построения всякой задачи дозволительно без разли- 
чия воспользоваться любой, первой попавшейся кривой. 
Необходимо вбегда стараться выбрать наиболее простую 
кривую, позволяющую решить эту задачу. Нужно также 


1 О Хайяме и: взаимоотношении его идей с идеями Декарта см. 
мою статью „Омар Хайям и его алгебра“. Тр. Ин-та истории естество- 
знания, т. Ц, М., 14948. Декарт, впрочем, не знал работ Хайяма. 

2 „Геометрия“, стр. 29—33. 

3 Это было связано с единым решением (построением) уравнений 
л и 3-й степеней, а также 6 и 5-й степеней. 
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заметить, что под наиболее простыми кривыми не следует 
понимать только те, которые проще всего описать, или те, 
которые дают наиболее легкое построение или доказатель- 
ство предложенной задачи, но в особенности те, которые 
принадлежат к простейшему роду, позволяющему опреде- 
лить искомую величину“." 

Таким образом, геометрические построения играли в де- 
картсвой математике глубоко принципиальную роль, хотя 
в целом его линейная алгебра и была подобна, изоморфна, 
числовой. Самое изложение основных положений алгебры у 
Декарта, данное в третьей книге его труда, ничем, однако, 
не напоминало 0б исчислении отрезков и с точки зрения 
внешней формы было почти вполне сходно с нашим: симво- 
лика его отличалась от нынешней в незначительных деталях. 
Как и мы, он обозначал неизвестные величины последними 
строчными буквами латинского алфавита, а известные — 
начальными; для (целых положительных) степеней ввел 
удобное современное обозначение. У него был лишь иной 
знак равенства, а отрицательные буквенные коэффициенты 
обозначались приставкой знака минуса. 

В третьей книге „Геометрии“ Декарт развил учение об 
алгебраических уравнениях. Я отмечу здесь некоторые наи- 
более важные пункты. Изложение теории уравнений Декарт 
начинает с замечания, что их лучше записывать с правой 
частью, равной нулю, а не в форме равенства между груп- 
пами членов с положительными коэффициентами. Это было 
важное нововведение, послужившее основой для общих тео- 
рем о связях корней и коэффициентов, о правилах знаков 
для определения числа корней того или иного вида и т. д. 
Затем рассматривается составление уравнений при помощи 
перемножения двучленов вида х— а и на этой основе вы- 
сказывается теорема о том, что число корней уравнения 
равно его степени. Корни при этом бывают иногда „ложные“, 


1 „Геометрия“, стр. 74. 
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меньшие, чем ничто, а иногда даже просто воображаемые 
(ппас1пагез, мнимые). Попутно обнаруживается делимость 
многочленов на разность х— а, где а— корень многочлена. 
Далее сообщались известное правило знаков Декарта, прием 
уничтожения второго члена в уравнении, способы преобра- 
зования корней уравнения, превращение всех действитель- 
ных корней в положительные, опирающееся на примерную 
оценку границ корней, новое решение уравнения четвертой 
степени. Разумеется, наиболее сложные теоремы лишь иллю- 
стрировались примерами и доказательства их, при тогдашнем 
уровне наук немыслимые, не приводились. В заключение 
давалось решение уравнения четвертой степени, 


да==--- ра? ал г 


при помощи пересечения параболы у==л? и окружности 


Е ТА ==) = 2 
№ + 2 =, 


2 
где 
1\2 а 2 
В? — р! 9 г, 
2 -- 2 -- 
а также уравнения шестой стецени 


уе — ру -- 4 — ту? зу — у р и=0 


при помощи кривой третьего порядка 
2 Г — 
пу у У =0 
2 2 Ун 
и окружности 


д 2 Хе, 


п? 4п?и 12 п? 


1 Декарт, однако, толкует отрицательные корни при помощи н8- 
правленных ординат. Я еще вернусь к этому вопросу далее. 
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где 


Уи и 


И те. р т=- Ив -- . 


„Геометрия“ Декарта оказала огромное влияние на разви- 
тие математики и не только в своей алгебраической части. ? 
Особенную известность приобрели ее латинские издания, 
дополненные обширными комментариями и оригинальными 
добавлениями нескольких ученых. Возникла целая школа 
математиков-картезианцев, разрабатывавших далее алгебру и 
аналитическую геометрию. Мы отметим здесь хотя бы работы 
Дебона о границах действительных корней некоторых уравне- 
ний 2, Зи 4-Й степеней, правило Иоганна Гудде отыскания 
кратных корней и несколько позднейшие исследования Ми- 
шеля Ролля о границах корней, опиравшиеся на открытое 
им предложение, которое в современной терминологии можно 
передать словами: между двумя корнями производной имеется 
не более одного корня данного многочлена, а также на 
знание верхней границы действительных корней, в наших 
учебниках носящей имя Маклорена. Однако, как это нередко 


1 Здесь не место останавливаться подробнее на аналитико-геоме- 
трической стороне труда Декарта, а также на его взаимоотношениях 
с некоторыми предшественниками и современниками. У Декарта можно 
заметить некоторую тенденцию еще более освободить алгебру от под- 
чинения геометрии и построить правила буквенного исчисления непо- 
средственно, без связи с исчислением отрезков. одробнее см. в моей 
статье „Декарт и математика“, приложенной к русскому переводу его 
„Геометрии“. Уравнение указанной кривой третьего порядка (так назы- 
ваемого трезубца Ньютона) Декарт в несколько ином виде приводит во 
второй книге (стр. 47), где дается и способ ее описания. 

* „Поворотным пунктом в математике была декартова переменная 
величина. Благодаря этому в математику вошли движение и диалектика 
и благодаря этому же стало немедленно необходимым дифференциальное 
и интегральное исчисление, зачатки которого вскоре были заложены и 
которое было в целом завершено, а не открыто Ньютоном и Лейбницем“ 
Ф. Энгельс, „Диалектика природы“. К. Маркси Ф. Энгельс, 
Соч., т. ХУ, М.—Л., 1931, стр. 426—427. 
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бывает, более глубокое развитие алгебра Декарта получила 
не у его прямых последователей, а в трудах Ньютона, пре- 
одолевшего имеющиеся в ней слабые стороны. 


ТИ 


В то время как развивалась декартова всеобщая матема- 
тика, английские ученые разрабатывали алгебру в ином 
идейном плане, хотя и в тесной связи с алгеброй карте- 
зианцев. 

Первым большим английским трудом по алгебре явилась 
«Практика аналитического искусства» (Атё1з апа|у41сае ргах1з) 
Томаса Герриота, вышедшая посмертно в 1631 г. Герриот во 
многом примыкал еще к Виету: в разделении логистики на 
видовую и числовую, в терминологии, в отказе от пользова- 
ния отрицательными числами. Он, однако, усовершенствовал 
символику алгебры далее, записывая степени неизвестной а 
в виде аа, ааа, аааа и т. п., введя современные знаки 
неравенства. Он ранее Декарта нашел прием составления 
уравнений путем перемножения линейных двучленов. Одно- 
временно с книгой Герриота вышел в свет и „Ключ к мате- 
матике“ Уильяма Оутреда („Аг тейсае 11 питег1з её зресле- 
раз аз Ио, дчае... фомиз шафештайсае фиаз1 с1ау1з ез{“), 
который неоднократно переиздавался впоследствии и получил 
высокую оценку Валлиса, Ньютона и философа Локка. 
В этом сочинении уже более отчетливо проявились черты 
алгебраической английской школы, основными из которых 
явились арифметическое построение алгебры и более практи- 
ческий подход к математике вообще. 

Буквенное исчисление Оутред развивает не на геометри- 
ческой основе, а параллельно с арифметическими действиями 
и самую алгебру называет уже не „логистикой“, но „видовой 
арифметикой“. „Эта видовая арифметика, — писал он в первой 
главе „Алюча к математике“, — более подходит для анали- 
тического искусства (при помощи которого искомое находится, 
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когда его рассматривают как данное), чем числовая“, и затем 
пояснял, что в числовой арифметике получаемые при вычи- 
слениях Числа как бы не оставляют никакого следа произ- 
веденных операций, между тем как в видовой ход действий 
сохраняется все время на глазах, что и сообщает ей должную 
общность. 1 С самого начала на видное место выдвинуты 
были десятичные дроби и действия над ними, которые Оутред 
попутно усовершенствовал в целях упрощения вычислений 
(приближенное умножение десятичных дробей). Постоянное 
внимание к практике вычислений и меньший интерес к 
строгому обоснованию видовой арифметики проявился во 
многих разделах книги ‚Оутреда. Так, в главе 6 свойства 
пропорций разъяснялись на числовых примерах, следующие 
главы посвящены были действиям над дробями, причем 
Оутред замечал, что „единицу (или какое-либо целое) можно 
в уме представить себе делимой на любое число частей“. ? 
В главе 12 приводились формулы степени двучлена до 10-й, 
а в главе 144 рассказывалось об извлечении корней ит. д. 
В главе 16 Оутред дал краткое изложение приемов выра- 
жения задач при помощи уравнений, сходное со знаменитыми 
советами в одном из первых разделов „Геометрии“ Декарта и 
отличное лишь в том отношении, что Оутред говорил здесь 
о величинах, а Декарт — о линиях (выражающих величины). 3 


1 Я пользуюсь четвертым, дополненным и исправленным изданием 
сочинений Оутреда — Сба|еи1 ОчсВ $ ге. С1ау1$ шаВетайсае,.., 
Охопае, 1667, стр. 4. 

2 Цит. соч., стр. 25. 

3 „Желая решить какую-нибудь задачу, следует сперва ее рассмат- 
ривать как уже решенную и дать названия всем линиям, которые 
представляются необходимыми для ее построения, притом неизвестным 
так же, как и известным. Затем, не проводя никакого различия между 
этими известными и неизвестными линиями, нужно обозреть трудность, 
следуя тому порядку, который показывает наиболее естественным обра- 
зом, как они взаимно зависят друг от друга, до тех пор, пока не будет 
найдено средство выразить одну и ту же величину двояким образом: 
это то, что называется уравнением, ибо члены, полученные одним из 
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С еще большей определенностью проявились указанные 
черты английской математики в работах Джона Валлиса, 
который посвятил алгебре два больших сочинения: „Всеоб- 
щую математику или полный курс арифметики“ 1657 г.1и 
ее продолжение — „Исторический и практический трактат по 
алгебре“, изданный по-английски в 1685 г. и в дополненном 
виде по-латыни в 1693 г. („Ое а|!оефга 4гасбаваз Б15фот1саз её 
ргасё1сиз“). Валлис прежде всего разделяет математические 
науки на чистые и смешанные. Чистая математика изучает 
количество как таковое, как отвлеченное от качеств пред- 
мета (даапфабет аБзоПие сопз1егафат ..., ргойф а шабегта 
арзгаб иг), смешанная же, в которую входят астрономия, 
перспектива, механика, музыка, мореплавание и пр., иссле-- 
дует количество, наделенное свойствами, присущими предмету... 
Чистая математика в свою очередь подразделяется на 
арифметику, предметом которой является дискретное число, 
как множество (ша 190), как собрание единиц, и на 
геометрию — науку об измеримых непрерывных величинах.. 
Кроме этого определения арифметики и геометрии по содер- 
жанию, Валлис дает затем их определения по назначению, 
различая теоретическую, умозрительную математику, с 
одной стороны, и практическую,—с другой. Практическая 
геометрия, наука о том, как хорошо измерять, подчинена. 
теоретической (зреси]айуа);? практическая арифметика, наука 


этих двух способов, равны членам, полученным другим“ („Геомет- 
рия“, стр. 14). 

1 Интересно полное название этого сочинения: „Ма&Вез1$ иптуегза!$ 
уе а тейсит ориз бестит; фат р8В1101081се диаш ша{ета се 
{гад Цит, агИБтейсат бат патегозат, бат 5рес1о5ат уе зушроЙсат. 
сотр!ес4епз, уе са1су]ат сеотег1сат; фат ейат гайопают ргорог- 
опитуе фга@ орет, оса того Цеш 4осб“ташт, а15дае“. 

2}. \\Ма111$3. Орега па ета са, $. Г, Охощае, 1695, стр. 18—19.. 
Аналогичное определение геометрии дал еще Пьер де-ла-Раме: „Геомет- 
рия есть искусство хорошо измерять“ (Р. Вам 1, беотейчае, ПЪ. ХХУП, 
Вазеае, 1569, стр. 1). Точно так же арифметика, по Раме, это наука. 
хорошо считать (или вычислять; 4ос4гта Бепе патегап@1). 
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о том, как хорошо вычислять (патегап41), также подчинена 
теоретической арифметике. Однако из всего дальнейшего 
изложения Валлиса ясно, что в своем построении курса алгеб- 
ры и его отдельных разделов он руководствовался больше 
потребностями научной и педагогической практики. 
Казалось бы, поскольку геометрия имеет дело с более 
общей и несводимой к числу категорией величин, чем ариф- 
метика, она и должна была бы занять ведущее место в матема- 
тике и лечь в основу теоретического фундамента общей ариф- 
метики, как это еще отчасти имело место в универсальной 
математике Декарта. Валлис, однако, неоднократно подчер- 
кивает арифметический характер общей алгебры и ее пре- 
имущества перед геометрией. Дело в том, что предмет 
арифметики чище и отвлеченнее, чем у геометрии, и ее 
рассуждения обладают большей общностью (зреся]а1опез 
Бареф тас1$ ип1уегза!е;), в силу чего арифметика равно 
приложима и к геометрии и к другим дисциплинам. 1 Говоря 
об одном из важнейших действий алгебры — о возведении в 
‘степень, Валлис замечает, что „алгебраические степени 
{рофезба{ез) лучше объясняются при помощи арифметических 
степеней (ста4из), чем при помощи геометрических измерений“ 
(в смысле размерности), и при этом совершенно отчетливо 
характеризует алгебру, как арифметическую науку. „Ибо, — 
говорит он,— всеобщая алгебра является поистине арифме- 
тической, а не геометрической и разъясняется скорее при 
помощи начал арифметических, а не геометрических. Хотя 
в геометрии многое находится или уясняется из алгебраиче- 
ских начал, но отсюда не следует, что алгебра геометрична 
или же опирается на геометрические начала,... наоборот, 
скорее геометрия подчинена общей арифметике“. ? Эту же 


1 „Орега тпафВетаИса“, т. Т, стр. 18—19. 

* Среди недостатков геометрических измерений Валлие отмечает 
также, что действительных размерностей имеется только три и что 
пользование ими требует соблюдения закона однородности. См. цит. 
‹соч., стр. 55—56. 
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мысль высказывает Валлис в предисловии к „Трактату о 
конических сечениях, изложенных по новому методу“ (Ое 
зесб1оп1 из с011с18 поуа тефо4о ехрозИлз фтасфабаз, 1655), 
предупреждая, что доказательства в нем имеют арифметико-ал. 
гебраический характер, а не основываются на линиях, ибо ариф- 
метические доказательства „не менее научны (5с1епйсае), бо- 
лее ясны, а также проще и обладают большей общностью“ .1 

Эти тенденции арифметического построения алгебры и ее 
приложения к задачам практики Валлис провел в обоих 
рассматриваемых сочинениях весьма последовательно и в 
случае необходимости даже за счет полной математической 
строгости. Во „Всеобщей математике“ он уделил много места 
действиям над десятичными дробями, логарифмам, различным 
тройным правилам, правилу товарищества, в „Алгебре“ — 
логарифмам, извлечению корней, правилу смешения, прибли- 
женному решению алгебраических уравнений и т. д. В 23 
главе „Всеобщей математики“ он перевел на язык алгебраи- 
ческих формул теоремы 2 книги „Начал“ Эвклида, в которой 
ряд алгебраических тождеств был выражен при помощи 
соотношений между площадями. С особенной яркостью отра- 
зилась та же тенденция на учении об отношениях и пропор- 
циях. Трудную теорию равенства отношений произвольных 
однородных величин, изложенную в 5 книге „Начал“ Эвклида, 
Валлис заменил более доступной для юношества и более 
непосредственно выражающей, по его мнению, природу дела. 
Он предлагает понимать под отношением просто частное и 
непосредственно переносит в 29 и 35 главах „Всеобщей 
математики“ свойства ‘целочисленных отношений на общие 
величины. Примерно так же, между прочим, поступали и 
другие математики того времени, например А. Такэ в его 
„Теории и практике арифметики“ (АгИтейсае \Беот1а её 
ргах1з, 1656).? 


1 Цит. соч., т. Г, стр. 296. 
> Критические замечания Танэ и Валлиса насчет определения ра- 
венств отношений у Эвклида почти совпадают (см. \УМа1115. Цит. соч., 
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Построение общей арифметики, претендовавшей на 
первенство перед геометрией, требовало, однако, существен- 
ного обобщения понятия о числе. Валлис традиционно опре- 
делил число как собрание единиц, но в действительности 
трактовал это понятие шире. „Дробные числа, — писал он,— 
не суть числа в собственном смысле (ргорме 41си)“, они 
отвечают не на вопрос: сколько (например, сколько часов, 
Чио% Богае), но на вопрос: какое количество? (фиапфят Богае), 
и относятся скорее к категории непрерывных величин“. 1 
Но арифметика, подражая геометрии с ее бесконечной дели- 
мостью величин, „предполагает, что единица или единое. 
как некое целое, делима на любое число частей“, вычисление 
с которыми носит уже чисто арифметический характер. * 
Но существу Валлис имел в виду, что над дробями можно 
производить те же операции, что и над целыми числами; 
с полной отчетливостью эта мысль выступила в его трактовке: 
иррациональных чисел. И иррациональные числа „не могут 
быть выражены при помощи истинных (ует1з) чисел, но они 
пригодны (5апф фатеп сарасез) для арифметических действий, 
как сложения, вычитания, умножения, деления и т. д.“. При 
этом хотя слово „число“ на этот случай Валлис не распростра- 
нил, но он подчеркнул возможность неограниченного прибли- 
жения к значению „глухих корней“, т. е. иррациональностей: 
для них „нам достаточно удовлетворяться приближениями 
(которые по уже изложенному способу можно получить 
сколь угодно близкими к истинному значению)“. 3 

Если в трактовке дробей и иррациональностей, реальное: 
истолкование которых было ясно без особых комментариев, 
у Валлиса проступала идея „принципа перманентности“, 


стр. 184 и А. Тасацеф. Цит. с0ч., Ам\феюдаши, 1704, стр. 128). 
Но Такэ строил свою теорию отношений на основе приближения вели- 
чин их лесятичными долями. 

1 \Уа111$. Цит. соч., стр. 26—27. 

* Цит. соч., стр. 210. 

3 „Орега та$Бета Иса“, т. Ш. Охотае, 1693, стр. 117. 
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отчетливо сформулированного в ХХ в., то в подходе к числам 
отрицательным, а также мнимым Валлис счел важным особен- 
но оттенить возможность действительной интерпретации 
этих понятий. При сохранении все того же смысла за словом 
„число“ вычитание большего числа из меньшего, разумеется, 
невозможно. Валлис вновь говорит и в этом случае о допу- 
зцении в математике особого рода количеств, которые во 
„Всеобщей математике“ он назвал даже воображаемыми 
(1тастагае). Это слово — воображаемый, мнимый — не долж- 
но, однако, вводить нас в заблуждение. Было бы ошибочно 
приписывать Валлису понимание отрицательных чисел как 
чистых фикций. Отрицательные числа — это, конечно, созда- 
ния нашего разума, но как бы они ни назывались, — это 
абстракции некоторых отношений действительности, а, как 
выразился Валлис в одном месте, „одно дело абстрагироваль, 
а другое отрицать“ (аП4 еп1лй е5% аЪзёгаБеге, а!а4 пезате). 1 
Допущение отрицательных чисел, как меньших 0, не только 
не бесполезно и не абсурдно, но служит для обозначения 
не менее действительной (геа]ет) величины, чем применение 
положительных чисел; только выражаемая отрицательным 
числом величина „подлежит интерпретации в смысле, про- 
тивоположном предположенному“ (3е4 зепза зиррозИлот1 
сопёгать 1щегргеапата). ? При этом Валлис предлагает ряд 
толкований взаимоотношения между положительными и 
отрицательными числами на примерах движения в противо- 
положные стороны, теплоты, тяжести и т. п.з В „Алгебре“ 
отрицательные и положительные величины назывались уже 
действительными (геа!ез) и как воображаемые им противопо- 
‚лагались квадратные корни из отрицательных чисел. Но и 
для этой категории чисел Валлис стремился найти реальную 


1 „Орега та{Петайса“, т.Т, стр. 24. 

* „Орега лафета са“, т. 1, стр. 286. 

3 „Орега шаШетайса“, т. Т, стр. 70—71, и т. ИБ стр. 286. 
Геометрическое истолкование отрицательных чисел восходило к А. Жи- 
рару (1629), Декарту и его последователям. 
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интерпретацию. Первое значение мнимых величин Валлис 
усматривал в том, что они показывают невозможность соот- 
ветствующей задачи и указывают, как следует видоизменить 
ее постановку, чтобы решение оказалось возможным и дей- 
ствительным. 1 Кроме того, он предложил толковать мнимости.. 
как стороны квадратов с отрицательной площадью, скажем, 
утраченного участка площади, или же как отрезок, средний 
пропорциональный между расположенными на одной прямой 
ло разные стороны от начала положительным и отрицатель- 
ным отрезками. ? 

Таковы были общие алгебраические воззрения Валлиса. 
По содержанию его алгебраический трактат содержал богатей- 
ший фактический материал, особенно в латинском издании, 
в которое включены были краткие изложения основных 
математических открытий Ньютона. Из всего этого материала. 
в данной связи необходимо лишь отметить (еще ранее 
опубликованное им в 1657 г.) построение кубического урав- 
нения при помощи прямой и открытой Валлисом кубической 
параболы х==у3. Против этого построения, указывал Валлис, 
могут возразить, что в нем используется линия более слож- 
ная, т. е. высшей степени, чем коническое сечение. Это 
возражение не смущало Валлиса: „зато, — отвечал он,— в 
качестве второй линии применяется не окружность, но более 
простая прямая“. 3 

От труда Декарта, от сочинений Оутреда и Валлиса путь 
развития алгебры вел непосредственно ко „Всеобщей ариф- 
метике“ Ньютона. 


1 „Орега та Ветаса“, т. Т1, стр. 287 и сл. В этом отношении весь- 
ма любопытны геометрические задачи, в которых наличие мнимых решений 
указывает на необходимость перехода от окружности к гиперболе ит. п. 

* Цит. соч., гл. 57. Идеи Валлиса были возрождены в середине ХУПТв. 
Г. Кюном. Валлис, впрочем, не остановился на вопросе об истолко- 
вании комплексного числа. Как известно, современная интерпретация 
комплексных чисел была предложена Г. Весселем (1799) и 3. Арганом 
(1806). Нет у Валлиса и анализа операций, производимых над числами. 

3 Цит. соч., стр. 297. 
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В годы студенчества, в 1663—1664 гг., Ньютон изучил 
„Начала“ Эвклида, „Геометрию“ Декарта (в латинском изда- 
нии, т. е. со всеми комментариями), труды Виета, руко- 
водства Оутреда и Валлиса. Античная геометрия произвела 
на него глубочайшее впечатление. Ей, несомненно, он отда- 
вал искреннее предпочтение, находя в ее синтетических 
приемах изящество, которого не усматривал в новой алгебре` 
и, видимо, даже в собственном методе флюксий и флюент. 
Ньютон был действительно замечательным геометром, о чем 
свидетельствуют многочисленные вспомогательные предложе- 
ния 0 конических сечениях в „Математических началах“, 
найденные им чисто синтетическим путем, а также его ра- 
боты по теории кривых третьего порядка.! Как высоко он 
ни ставил аналитическую геометрию и сколь крупные откры- 
тия ни произвел он в этой области, он не считал эту дис- 
циплину подлинной геометрией. На полях „Геометрии“ Де- 
карта он сделал даже категорическую пометку: „Неверно, 
неверно, это не геометрия (еггог, еггог, поп е5ё сеотейма)“; 
для него это было только приложение алгебры к решению 
геометрических задач, часто полезное, порой, быть может, даже 
необходимое, но по самому существу своему чуждое духу 
истинно геометрических доказательств.” 


1 См. статью Н. А. Глаголева „Ньютон, как геометр“ в сборнике 
„Московский университет—памяти Исаака Ньютона“ (М., 1946). Сф. 1. 
Т. Моге. „[заас Ме\боп. А Ъ1озтарву“. М. У.—Бопдоп. 1934. Стр. 33—37. 

* Отмечу, что и Лейбниц считал внесение в геометрию алгебры и 
координатного метода чужеродным геометрии и недостаточным. В 1679 г. 
он писал Гюйгенсу: „Я еще недоволен алгеброй в том отношении, что она 
в области геометрии не доставляет ни кратчайших путей, ни наиболее 
красивых построений“. Но Лейбниц искал в геометрии новых путей и 
мечтал об особом символическом геометрическом исчислении: „Нам ну- 
жен еще иной, чисто геометрический или линейный анализ, непосредствен- 
но выражающий для нас положение, как алгебра выражает величину“(см. 
„Успехи математических наук“, 1948, т. ПТ, в.4, стр. 198—199). Мечты 
Лейбница были реализованы лишьв ХХ в. Грасманом, Гамильтоном и др.. 
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Девид Грегори сообщает, что Ньютон как-то сказал ему: 
„алгебра — это анализ сапожников в математике (о! 41е Ъип- 
о]етз ш. та ета&1с$)“.` В какой-то мере это шутливое заме- 
‘чание согласовалось с восхищением Ньютона перед античной 
математикой. Но по существу эта фраза отнюдь не выражала 
подлинного отношения великого ученого к алгебре и ее ме- 
тодам. Его работы по исчислению бесконечно малых, откры- 
тие им общей биномиальной формулы, тесно примыкавшее 
к исследованиям Валлиса, его глубоко практический подход 
к математике в целом,— все это исключает возможность рас- 
сматривать Ньютона как противника алгебры. Он мог восхи- 
`щаться красотой синтетических доказательств и даже про- 
тивопоставлять иногда найденные им замечательно изящные 
геометрические построения длинным и сложным выкладкам 
‚новой геометрии, ? но вместе с тем он хорошо сознавал зна- 
чение и мощь алгебраических методов исследования самых раз- 
‚нообразных проблем. Он прямо доказал это рядом первосте- 
пенной важности алгебраических открытий. 

Первые крупные алгебраические исследования Ньютон 
произвел еще в ранней молодости, между 1665 и 1670 годами. 
К этому времени относятся его работы по распространению 


1 Н. \.. Тигори!]. ТЬе та Бета са] 415соуетез о Ме\жов. Г.оп- 
4оп — С]азоо\, 4945, стр. 48. 

* Интересно в этом отношении сопоставить решение . задачи Паппа 
о четырех прямых у Ньютона и у Декарта, для которого эта задача 
послужила пробным камнем силы его аналитического метода в геомет- 
рии. (В этой задаче даны четыре прямые и ищется геометрическое место 
точек, для которых отношение произведения отрезков, проведенных под 
данными углами к двум из этих прямых, к произведению отрезков до 
двух других данных прямых имеет постоянную величину; геометрическое 
место есть коническое сечение.) Решение Ньютона во много раз’ короче 
декартова и заканчивается словами: „Такое решение, как приведенное 
выше, т. е. исполняемое геометрическим синтезом, а не вычислением, 
и изыскивалось древними“ (см. „Математические начала натуральной 
философии“. Пер. А. Н. Крылова в Собрании трудов академика 
А. Н. Крылова, т. УТ, М.—Л., 1936, стр. 124—122). 


ИСААК ПИБЮТОН 
Портрет работы Вандербанка, относится ® последним годам 
исизни И. Ныотона 


О «ВСЕОБЩЕЙ АРИФМЕТИКЕ» И. НЬЮТОНА 369 


действия извлечения корня на алгебраические многочлены и 
обобщению правила возведения двучлена на случай произ- 
вольного показателя, изложенное в письмах к Ольденбургу 
1676 г. К этому же времени относятся и широко применяе- 
мый до сих пор способ Ньютона численного решения урав- 
нений и так называемый параллелограм Ньютона, служивший 
для разложения у, заданного уравнением }](5, у) =0, где 
7(х, у) — алгебраический многочлен, в ряд по дробным сте- 
пеням 1. Я не буду касаться истории этих открытий, не 
включенных во „Всеобщую арифметику“ Ньютона. Замечу 
лишь, что попытки строгого доказательства формулы бинома, 
принадлежавшие Эйлеру и другим крупнейшим математикам 
ХУПТ в., успешно завершены были только Гауссом в работе 
о гипергеометрическом ряде в 1811 г., что численный способ 
решения уравнений Ньютона разрабатывали далее Галлей,? 
Лагранж, Мурайль, Фурье (и от него иной раз отправляются 
в своих исследованиях современные математики) и что иссле- 
дование и применение метода параллелограма Ньютона, на- 
чатое Стирлингом, де-Гюа и Крамером, продолжается до 
наших цней.?3 

В 1669—1672 гг. Ньютон, по поручению Коллинса, занял- 
ся подготовкой латйнского издания голландской „Алгебры“ 
Г. Кинкгейзена (1660), а в связи с этим стал задумываться 


1 См. И. Ньютон. „Математические работы“. Пер. Д. Д. Морду- 
хай-Болтовского, М.— Л., 1937, стр. 9—43, 34—35, 218, 233—235. 

2 В современных обозначениях поправка #й к приближенному значе- 
нию а корня уравнения } (5) = 0 находится из разложения } (а -- #)= 
= }(а) + }(а)в--... =0 по приближению }(а) |- #Х (а) = 0 „(далее 
процесс итерируется). Галлей находил поправку, пренебрегая членами 
со степенями Ё выше ‘второй, т. е. из квадратного уравнения. Работа 
Галлея (1694) была приложена к первому же’ изданию, „Всеобщей арифме- 
тики“ для восполнения отсутствовавшего в ней метода численного 
решения уравнений. 

3 См. работу Н. Г. Чеботарева „Многоугольник Ньютона иего 
роль в современном развитии математики“ в сборнике „Исаак Ньютон“ 
под ред. академика С. И. Вавилова, М.— Л., 1943. 


24 Ньютон. Всеобщая арифметика 


370 | А, П. ЮШКЕВИЧ 


над изданием собственного руководства по алгебре.! Из этого 
плана, однако, ничего не вышло; Ньютон занялся другими 
работами. Но в 1673—1683 гг. Ньютону пришлось читать в 
Кембриджском университете курс лекций по алгебре. Соглас- 
но уставу, рукопись его лекций была сдана на хранение в 
университетскую библиотеку, откуда извлек ее заменивший 
Ньютона в 1702 г. в должности профессора в Кембридже 
Уильям Уистон (1667—1752), который и выпустил в свет 
первое латинское издание — „Аг шейса ип1уегза!1$ з1уе 4е 
сотрозИлопе её гезоаИопе агбтейса ПЪег“. Саша люлае, 


1707.2 
У 


Хотя во «Всеобщей арифметике» Ньютон не упоминает 
почти ни одного автора и только два-три раза мельком на- 
зывает имя Декарта, нетрудно видеть, что его сочинение 
составлено было с учетом работ всех его виднейших предше- 
ственников. Влияние Декарта сказалось во многом: в симво- 
лике, почти полностью (если только исключить знак пропор- 
ции Оутреда и знак равенства Рекорда) картезианской,* 


т См. Г. Т. Моге. Цит. соч., стр. 143—149. 

2 В настоящее время затруднительно точно установить, вышло ли 
это издание в свет с разрешения Ньютона или без его согласия, как 
это утверждал Био. Уистон в своих воспоминаниях утверждал, что изда- 
ние состоялось с согласия автора. Действительно, вряд ли друг Ньютона 
решился бы на такой шаг вопреки его воле, да и университетские власти не: 
могли бы разрешить публикацию лекций без разрешения автора. 
Д. Грегори писал, что Ньютон дал согласие, но с неохотой. См. Ц. Т. 
Моге. Цит. соч., стр. 528—529, иН.\. ТиагпьЬо11. Цит. ©0ч., 
стр. 48—49. 

3 В этом отношении сочинение Ньютона представляет собой прямую: 
противоположность „Алгебре“ Валлиса, содержэвшей огромное количе- 
ство исторических сведений (порой весьма ценных, но в целом весьма 
односторонне направленных на защиту мнимого приоритета англичан 
во всех открытиях в алгебре ХУП в. и против Декарта). 

* Ньютон несколько усовершенствовал символику Декарта, приме- 
чив зацись произвольных показателей стецени; он также нередко по- 
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в огромном удельном весе геометрических приложений, в упо- 
треблении геометрического построения корней уравнений, 
в некоторой мере в самой структуре сочинения, наконец, во 
многих частностях изложения. Но общие идейные установки 
Ньютона продолжали линию развития английской алгебраи- 
ческой школы. Ньютон со всей решительностью перестраивал 
алгебру на арифметической основе и применяемые в алгебре: 
геометрические методы подчинил непосредственно практиче- 
ским, вычислительным целям. При этом, не предназназая: 
своих лекций к печати, он, как мы увидим, с необычайной: 
для него резкостью вступил в полемику с Декартом.1 
Содержание „Всеобщей арифметики“ вкратце таково. Нью- 
тон начинает с разъяснения основных понятий алгебры и ее. 
знакоположения, знакомит с десятичными дробями, подробно. 
описывает, как следует производить действия сложения, вы- 
читания, умножения, деления, извлечения корней, действия. 
над дробями и радикалами, над числами и буквенными выра- 
жениями.? Затем он переходит к отысканию линейных и квад- 
ратичных делителей алгебраических многочленов, излагает 
решение простейших видов уравнений и прием исключения 
неизвестных из уравнений нескольких первых степеней. За 
этим следуют большой раздел, посвященный составлению 
уравнений и решению арифметических и геометрических за- 
дач, занимающий немногим менее половины всей книги, и, 
наконец, общая теория уравнений и геометрическое построе- 
ние их корней. Доказательства теорем и правил Ньютон почти 


нимал под буквенным коэффициентом, перед которым стоит знак =, 
произвольное действительное число. 

1 На отношение Ньютона к Декарту отчасти могла повлиять враж- 
дебность к последнему Валлиса, но в целом у Ньютона оно определя- 
лось принципидльными разногласиями, а не шовинистическими побуж-- 
дениями. 

2 В этой части изложение Ньютона интересно сопоставить с при- 
ложенными к латинскому изданию „Геометрии“ Декарта краткими 
„РаасЦ!а та{Везеоз ип! уегза11$ з1уе 11бтодасНо а@ хеотейае те{Воби{, 
Вепа\1 Оез Сагез“ Фр. Скаутена. 


24* 
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не приводил, „ибо,— как писал он,—они представлялись 
слишком легкими, а иногда не могли быть изложены без до- 
кучливых длиннот“ (стр. 295).1 Если учесть, что доказать 
некоторые его теоремы не удалось полностью ни одному ма- 
тематику ХУПГ в., а некоторые были до конца исследованы 
только в середине прошлого века, то можно усомниться в 
том, что и Ньютон располагал полными доказательствами 
всех обнаруженных им положений. Отсутствие доказательств 
должны были восполнить примеры и задачи, а также общие 
методические указания, позволявшие слушателю или чита- 
телю овладеть практическим применением теоретического 
аппарата.? 

Первой и, может быть, наиболее важной общей чертой 
‚алгебры Ньютона был, как сказано, ее арифметический ха- 
рактер. С указания на это Ньютон и начинает свой труд. 
„Вычисления, — пишет он, — производятся либо при помощи 
чисел, как в обыкновенной арифметике, либо при помощи 
видов [т. е. символов. А. Ю.|, как в алгебре. Оба приема 
основаны на одинаковых принципах и ведут к одной цели, 
причем арифметика — путем определенным и частным, алгебра 
же — путем неопределенным и всеобщим ... Однако все дей- 
ствия арифметики столь необходимы в алгебре, что они лишь 
совместно образуют полную науку вычислений, и поэтому я 
буду излагать их обе вместе“ (стр. 7).3 Ньютон при этом тща- 
тельно отделяет алгебру от геометрии как таковой и далее, 
в другом месте книги, явно споря с Декартом, возражает 
против их смешения. „Умножения, деления и тому подобные 


1 Ссылки на страницы настоящего перевода приведены в тексте в 
скобках.—Ингересно отметить, что и „Неречисление кривых третьего по- 
рядка“ не содержало ни одного доказательства. 

‚2 Своз отношение к задачам Ньютон выразил в следующих словах: 
„Я занимался до сих пор решением ряда задач, ибо при изучении наук 
примвры полезнее правил. Поэтому-то я отвел им так много места“ 
(стр. 243). 

3 Ср. аналогичное место в начале „Метода флюксий“ (И. Нью- 
тон, „Математические работы“, стр. 25—26). | 
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вычисления введены были в геометрию недавно и при этом 
неосторожно и в противоречии с основной целью этой науки, 
Всякий, кто рассмотрит построения задач при помощи прямой 
и круга, найденные первыми геометрами, легко увидит, что 
геометрия была изобретена для того, чтобы мы, проводя ли- 
нии, могли с удобством избегать утомительных вычислений. 
Поэтому не следует смешивать эти две науки. Древние столь 
тщательно отличали их друг от друга, что никогда не вво- 
дили в геометрию арифметические термины. Современные 
ученые, смешивая обе науки, утратили простоту, в которой 
состоит все изящество геометрии“ (стр. 298). Последовательно 
провести эту мысль о полном разделении геометрии и алгебры 
Ньютон, разумеется, вообще не мог. Но дальнейшее изло- 
жение всего непосредственно алгебраического материала было 
в его сочинении действительно чисто арифметическим. 
Фундаментальной важности фактом в этой арифметизации 
алгебры явилось новое определение действительного числа, 
к которому приближались, но которого не достигли ни Де 
карт, ни Валлис. Ньютон объединяет целые, дробные и ирра- 
циональные количества в одну категорию чисел: „Под числом 
мы понимаем не столько множество единиц, сколько отвле- 
ченное отношение какой-нибудь величины к другой величине 
того же рода, принятой нами за единицу. Число бывает трех 
видов: целое, дробное и иррациональное (зигалз). Целое чи- 
сло есть то, что измеряется единицей; дробное — кратной до- 
лей единицы; иррациональное число несоизмеримо с единицей“ 
(стр. 8). Здесь несущесгвенно, что это определение числа не 
было подвергнуто Ньютоном дальнейшему логическому ана- 
лизу и что он не построил общей теории чисел-отношений. 
Прежде всего необходимо было для новой математики дать 
единую концепцию действительного числа как базы и алгебры 
и исчисления бесконечно малых. Ньютон в этом отношении 
сделал шаг вперед огромного значения, и уже делом многих 
последующих поколений явилась разработка более строгой 
теории дробей и действительных чисел вообще, разработка, 
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которая была в основном завершена лишь во второй поло- 
вине ХХ в. Дедекиндом, Кантором и другими. 

На первых же страницах «Всеобщей арифметики» Ньютон 
вводит также и отрицательные величины как меньшие, чем 
ничто, толкуя их в общепринятом в математике ХУП в. 
духе.! Мнимые величины он вводит значительно позднее, в 
©‹вязи с решением уравнений, причем, примыкая к Валлису, 
значение их видит в том, что они являются свидетельством 
невозможности задачи. С характерным для Ньютона обраще- 
нием к внематематической практике в тех случаях, когда оказы- 
вается трудным дать чисто математическое объяснение какого- 
либо понятия, он обосновывал необходимость мнимых вели- 
чин в духе Валлиса: „корням уравнений часто надлежит 
быть невозможными, иначе они выражали бы как возможные 
те частые случаи задач, которые невозможны“ (стр. 248). 

Основные операции арифметики Ньютон обобщает на базе 
нового понимания числа. Так, умножение в собственном 
смысле слова относится к целым числам, при помощи его 
находится число, во столько раз большее множимого, во 
©колько множитель превосходит единицу. Это определение 
переносится соответственным образом на аналогичную опе- 
рацию над произвольными числами: „Но за отсутствием более 
подходящего слова умножением называют также действие 
над дробными или иррациональными числами, с помощью 
которого ищут новую величину, находящуюся со множимым 
в том же отношении (каково бы оно ни было), какое мно- 
житель имеет к единице“ (стр. 10). Это же относится и к де- 
лению. Правило знаков при умножении и делении Ньютон 
сообщал без всякого обоснования. 

Выше было сказано, что в декартовой алгебре геометри- 
ческие построения имели принципиальное значение, как общее 
средетво построения корней уравнений. Ньютон и в этом 


1 Не следует смущаться тем обстоятельством, что Ньютон говорит 
при этом об отрицательных величинах, а не о числах. Слова „величи- 
на“ И „число“ нередко употреблялись им в одном и том же смысле. 
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пункте, не порывая с картезианской традицией полностью, 
отходит от нее весьма далеко. Было бы, конечно, неверно 
сказать, что в математике Декарта не имелось практических 
устремлений. Наоборот, всеобщая математика Декарта должна 
была служить общим методом миропознания. Декарт только 
сузил границы этой всеобщей математики, полагая, что дру- 
гого общего математического метода, кроме алгебраического, 
не существует; за это его жестоко и справедливо критиковал 
Лейбниц. Декарта и его последователей интересовала, одна- 
ко, более, так сказать, принципиальная сторона дела. Для Де- 
карта, в общем, достаточен был прием геометрического постро- 
ения корня уравнения, к которому приведена задача; в этом 
своего рода доказательстве существования для него и заклю- 
чалось решение задачи. Ньютон понимал под решением 
эффективное вычисление искомых чисел с требуемой степенью 
точности, этого требовала вся практика разрабатывавитихся 
им проблем математического естествознания. Для этой цели 
геометрическое построение корней служить не могло, но оно 
могло быть удобным приемом для начала вычислений, ко- 
торые затем надлежало продолжить при помощи предложен- 
ных самим же Ньютоном приближенных методов. Ньютон и 
низводит геометрическое построение корней на уровень 
вспомогательного приема, предъявляя к нему только требова- 
ния возможно большей простоты и удобства. 

Изложив общую теорию уравнений, Ньютон писал: „Те- 
перь остается лишь показать, как можно извлечь численным 
образом корни уравнений, уже приведенных к наиболее 
удобному виду. Главная трудность состоит здесь в опреде- 
лении двух или трех первых цифр корня, а это удобнее 
всего можно сделать при помощи геометрического или же 
механического построения уравнения“ (стр. 295).1 В согла- 
сии с важностью указанной задачи Ньютон отвел немало 


1 Эта роль отчасти сохраняется за построением корней и в насто- 
ящее время. 
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места различным приемам построения корней и предложил 
некоторые новые, но особенный интерес вызывает в этой 
связи спор с Декартом относительно выбора кривых, приме- 
няемых при построении уравнений. Декарт, как мы видели, 
считал нужным выбирать кривые возможно низшей степени, 
а трансцендентные кривые из своей геометрии он исключил 
целиком как неподдающиеся алгебраическим способам иссле- 
дования. Ньютон понимает под простейшими кривыми не 
линии низшего порядка, но линии, которые удобнее вычертить, 
при помощи какого-либо прибора. „Из построений, — гово- 
рит он, —в равной мере являющихся геометрическими, всег- 
да следует отдать предпочтение простейшему. Этот закон не 
допускает исключений. Но алгебраические выражения ничего 
не добавляют к простоте построений. Здесь следует принимать. 
во внимание только описания линий... Если бы в геометрию: 
включена была трохоида [циклоида, — А. Ю.|, то пра ее по- 
мощи мы могли бы разделить угол в данном отношении. 
Станете ли вы упрекать тех, кто применит эту линию для 
деления угла в отношении двух чисел, упрекать на том 
основании, что эта кривая не определяется уравнением 
и что применять должно лишь те линии, которые определя- 
ются уравнениями? Если бы дело обстояло так, то для де- 
ления угла, например, на 10001 часть мы должны были бы 
применить кривую, определяемую уравнением более ста из- 
мерений и которую не мог бы ни описать, ни, еще менее, 
уразуметь ни один смертный. И кто не нашел бы нелепым, 
если бы этой линии отдали предпочтение перед трохоидой, 
которая представляет собой хорошо известную линию, легко. 
описываемую посредством движения колеса или круга?“ 
(стр. 297). 1 

Так в двух существеннейших пунктах алгебры Ньютон 
противопоставил свою арифметическую алгебру линейной 


1 Ср. также замечательные высказывания на стр. 304 и 325, столь 


характерные для практического, утилитарного подхода Ньютона к ма- 
тематике. 
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алгебре Декарта. Алгебра Ньютона уже не претендовала на 
роль „всеобщей математики“, она должна была быть лишь 
„всеобщей арифметикой“, что и было отражено в самом 
заглавии его сочинения. 


Основной целью этой всеобщей арифметики являлось в 
конечном итоге численное решение приводящихся к алгебраи- 
ческим уравнениям задач. Уделив большое место общим со- 
ветам относительно того, как составляются уравнения (стр. 
19—82), и на множестве примеров показав, как эти советы 
осуществлять на практике, Ньютон концентрирует далее 
свое внимание именно на указанной цели. Ей подчиняется и 
с нею связывается весь собственно алгебраический материал 
книги: и подготовительные правила действий, в том числе 
над десятичными дробями, и приемы выделения линейных и 
квадратичных множителей многочлена, и введение симмет- 
рических функций, в частности степенных сумм корней, и 
правила знаков, и геометрическое построение уравнений. 
В этом отношении Ньютон опять-таки отчасти продолжил, 
а отчасти преодолел традиции картезианской алгебры, алгеб- 
ры построения корней-отрезков и, как мы увидим, на дол- 
гое время предопределил пути дальнейшего развития алгебры. 


УГ 


В этой краткой характеристике „Всеобщей арифметики“ 
Ньютона нет возможности перечислить все содержащиеся в 
ней новые результаты. Я остановлюсь на некоторых более 
выдающихся. 

Прежде всего следует отметить постановку Ньютоном 
проблемы приводимости алгебраического уравнения, т. е. 
представления целой рациональной функции с рациональ- 
ными коэффициентами в виде произведения двух или боль- 
шего числа аналогичных функций. Ньютон дал прием оты- 
скания линейных множителей, основанный на подстановке 
вместо аргумента членов арифметической прогрессии, и сделал 
первые шаги в исследовании более общего случая (стр. 45 и сл.). 
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- В исследовании корней алгебраического уравнения Нью- 
тон получил целый ряд новых интересных теорем, а также 
обобщил работы некоторых своих предшественников. Основ- 
ное внимание его при этом, как было только что сказано, 
‘было сосредоточено на вычислении корней уравнения. 

Определив корень уравнения как „число, которое, будучи 
подставленным в уравнение вместо обозначающей его буквы 
или вида, приводит к исчезновению всех членов“ (стр. 244), 
Ньютон в знакомом нам уже реалистическом стиле разъясняет 
причину множественности корней уравнения. Он берет зада- 
чу, в которой требуется найти пятую часть некоторой дуги 
окружности, и показывает, что для того, чтобы найти пятые 
части всех дуг, стягиваемых хордой, определяемой концами 
данной дуги, окружность следует разделить в пяти точках. 
Пятые части каждой из дуг, зависящие от одних и тех же 
данных, определяются из одного и того' же уравнения, и 
последнее поэтому должно иметь пять корней, и вообще 
„необходимо, чтобы во всякой задаче дающее ответ уравне- 
ние имело столько же корней, сколько имеется различных 
случаев для искомой величины, зависящих от одних и тех 
же данных и определяемых посредством одного и того же 
метода рассуждения“ (стр. 246). 

После этого Ньютон формулирует теорему о том, что 
число действительных корней уравнения не превосходит его 
степени (известную еще Декарту и Жирару). Рассматривая 
в одном примере случай, в котором два неравных корня при 
изменении коэффициентов сливаются в один — кратный, а затем 
переходят в мнимые, он устанавливает четность числа мнимых 
корней. (стр. 249),1 а затем анализирует некоторые примеры, 
в которых действительные корни уравнения не соответству- 
ют условиям задачи. Далее он приводит правило знаков 
Декарта, отмечая его недостаточность при наличии мнимых 
корней, а следом за ним формулирует открытое им самим 
правило определения числа мнимых корней, согласно которо- 


1На это указал еще Валлис в «Алгебре» (цит. изд., стр. 303). - 
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му это число для уравнения й-й степени обычно бывает равно 
(и, во всяком случае, не меньше) числу перемен знаков в ряду 


6, ти) о 1 [Г 2, п—4 3 [1 173} оо) 
п—4 14 о а а а 
2 | т -—1 п-2 тп, п 


{стр. 251—252). Далее устанавливаются связи между элемен- 
тарными симметрическими функциями корней и коэффици- 
ентами уравнения, по существу бывшие известными еще Виету, 
и непосредственно вслед за этим сообщаются классические 
рекуррентные формулы для степенных сумм корней $5, 
5% | 415% —1-- ак 8 --... - ва, = 0 

(стр. 264), 1 которые затем Ньютон использует для опреде- 
ления границ и приближенного вычисления действительных 
корней. Он именно устанавливает, что в случае, если все корни 


2 
действительные, то У5,, превосходит наибольший по 


модулю действительный корень и что вместе с тем 
28 __ 
последовательность 5, при А->со стремится к названной 


величине. Тут же он дает лучшее приближение для наиболь- 
| 2Е-+1 


У вв з>к-» Е зал 
2 
и аналогичное приближение для наименьшего отрицательного 


корня (стр. 265 и сл.). К этому примыкает другое правило опре- 
деления верхней границы положительных корней, котороев со- 
временной форме можно выразить так: верхней границей поло- 
жительных корней уравнения может служить любое число 
а, при подстановке которого в левую часть уравнения и во 
все ее не равные тождественно нулю производные полу- 
чаются положительные числа (стр. 267). 

Приведя некоторые частные правила для отыскания 


шего положительного корня в виде и 


1 Явные формулы для первых четырох степенных сумм дал Жирар 
(1629). 
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делителей целого многочлена, обладающих коэффициентами с 
квадратичными иррациональностями (это было связано с ре- 
’шением уравнения четвертой степени путем разложения на 
квадратичные трехчлены), Ньютон в заключение дает ряд при- 
емов построения уравнений Зи 4-й степени при помощи пересе- 
чения кривых, среди которых оригинальными были построение 
при помощи конхоиды (стр. 299 исл.), с приложением к задачам 
об определении двух средних пропорциональных и о трисекции 
угла, атакже при помощи циссоиды, для которой он предложил 
удобный способ механического построения (стр. 323 и сл.). 


УП 


Уже упоминалось, что почти половину текста „Всеобщей 
арифметики“ составляли задачи. Эта черта книги Ньютона 
отличала ееот всех прежних серьезных руководств по алгебре, 
и собрание задач в ней представляет особенный интерес по 
необычайному их обилию и разнообразию, да и само по себе. 

Задачи для своих лекций Ньютон подбирал очень тща- 
тельно и из различных источников. Здесь можно встретить 
примеры из Декарта, Скаутена, Оутреда, Валлиса, из работ 
самого Ньютона по геометрии, астрономии, механике, оптике, 
наконец, многочисленные оригинальные вопросы. Задачи, 
сперва более простые, а затем все усложняющиеся, были 
разделены на две группы: меньшую арифметическую и зна- 
чительно большую геометрического содержания. 

В первой группе задач следует отметить задачи о месте 
встречи двух спутников (У), общую задачу на тройное пра- 
вило (УГ), на смеси (УП) и пр., известную задачу о быках, 
поедающих произрастающую на пастбище траву (ХГ), на 
определение движения соударяющихся упругих шаров (ХШ), 
на определение процентов некоторой ренты, выкупаемой до- 
срочно за некоторую наличную сумму (ХУПГ. 

Еще разнообразнее задачи второй категории. Они начи- 
наются с нескольких задач, в которых по тем или иным эле- 
ментам треугольника находятся другие элементы, причем 
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попутно Ньютон сообщает важные новые формулы плоской 
тригонометрии, среди них формулу, позднее найденную Молль- 
вейде (ХТ и ХПИ). Затем следует несколько десятков задач 
аналитической геометрии, алгебраическое решение которых, 
а также нередко присоединяемое геометрическое построение 
проводятся Ньютоном с болышим искусством и изяществом. 
Любопытны задачи на вставки отрезков данной длины между 
данными линиями (ХХТУ и ХХУППТ, на определение прямо- 
линейной траектории кометы по трем наблюдениям (ХХХ), 
на определение точки пересечения луча с осью преломляю- 
щей сферы (ХХХГ ит. д. В ХХХИ задаче Ньютон с чрез- 
вычайной простотой вывел уравнение кривой пересечения 
конуса с плоскостью, а в следующей — уравнение кривой 
пересечения © плоскостью однополостного гиперболоида вра- 
щения, открытого Валлисом. В задаче ХХХУ исследована 
была кривая, описываемая произвольной точкой отрезка, 
скользящего по сторонам данного угла (эллипс), в задаче 
ХХХУП — кривая, определяемая постоянством отношения рас- 
стояний любой ее точки от данной прямой и от данной точки 
(коническое сечение); задача ХХХ[Х посвящена кривой 
(окружности Аполлония), определяемой постоянством отноше- 
ния расстояний любой ее точки от двух заданных точек. В за- 
дачах ХИИПР-—ХЬГУП речь идет об определении окружностей, 
заданных Условиями касания с другими окружностями или 
прямыми и прохождением через данные точки, в том числе 
окружности, касающейся трех данных кругов. В задачах 
ХГУПТ и ХЫХ решаются вопросы о равновесии двух или 
трех грузов, подвешенных на нити, скользящей около одной 
или двух точек. В известной задаче Г, требуется определить 
глубину колодца по звуку от удара камня о его дно. Зада- 
чи 1 — ГУ посвящены теории удара. Наконец, в последних 
пяти задачах (Т,УГ1— ХТ) даются построение и алгебраическое 
решение нескольких проблем, синтетически исследованных в 
„Математических началах“, —об определении кривой, описыва- 
емой точкой пересечения пары сторон двух данных углов, 
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вращающихся вокруг своих вершин, при условии, что точка пе- 
ресечения другой пары сторон скользит по прямой (кониче- 
ское сечение), а также об определении конического сечения, про- 
ходящего через пять данных точек или же через четыре или три 
данные точки и касающегося в одной или в двух из них соот- 
ветственно одной или двух данных прямых. Стоит отметить, 
что при решений последних двух задач Ньютону пришлось 
применить для определения положения касательных методы 
исчисления бесконечно малых. Для историка математики не ли- 
шено интереса обратить внимание на то, как Ньютон свободно 
оперирует при этом для отыскания последних отношений, 
т. е. пределов, отбрасыванием бесконечно малых величин, 
рассматриваемых как нули (стр. 240). 

Я подробно перечислил содержание целого ряда задач не 
только в силу их общего интереса, но и для того, чтобы на- 
глядно продемонстрировать их действительно необыкновенное 
богатство и разнообразие. Ньютон на этих задачах демонстри- 
ровал перед своими слушателями широкую применимость и 
силу алгебраического метода, хотя и предупреждал, что 
„в иных задачах, на первый взгляд представляющихся труд- 
ными, не всегда следует прибегать к алгебре“ (стр. 243). 

Не меньший интерес, чем самые задачи, представляют 
методические советы Ньютона относительно приемов решения 
задач, особенно геометрических, и практическое применение 
этих советов. Вопрос о способах решения задач геометрии 
живо занимал и Декарта, о чем говорилось уже ранее; краткие 
указания приводил и Оутред.\ Ньютон посвятил этой столь 
важной для изучающих математику проблеме очень много 
внимания. „И хотя, — писал он, — в подобных случаях трудно 
дать общие предписания и каждый должен в них следовать 
указаниям собственного разума, я попытаюсь все же указать 
путь начинающим“ (стр. 103). Ньютон не ограничивается при 


+ Декарт высказал некоторые интересные мысли о методе решения гео- 
метрических задач при помощи алгебры в письмах 1643 г. к принцессе 
Елизавете. См. его „Оецугез“, т. ТУ, Раз, 1901, стр. 37 — 42, 45 — 50. 
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этом только общими советами насчет того, что. нужно обо- 
значить данные и искомые линии буквами, выяснить их вза- 
имозависимость и т. п., но и дает ряд конкретных указаний, 
иллюстрируя их немедленно типичными примерами. „После 
того, — говорит он, —как вы полностью разберете различные 
способы, которыми можно выразить участвующие в вопросе 
члены, примените какой-либо синтетический прием, приняв 
в качестве данных линий те, переход от которых к осталь- 
ным линиям представляется весьма легким, а обратный пере- 
ход к которым представляется весьма трудным. Хотя вычис- 
ление можно вести по-разному, но его следует начинать с 
этих линий и его проще произвести, допустив, что в вопросе 
заданы именно эти линии и что ищется некоторая величина, 
которую легко получить из них, чем решая вопрос в том 
виде, в каком он действительно предложен“ (стр. 107). Опи- 
раясь опять-таки на примеры, он предупреждает, что „...вещи, 
которые могут показаться человеку, недостаточно глубоко 
их продумавшему, непосредственно связанными друг с другом 
тесной зависимостью, нередко, когда мы стремимся выразить 
эту зависимость алгебраически, приводят к запутанным 
и окольным действиям и в результате заставляют вас 
начать рассуждения заново и проводить вычисления по- 
степенно“ (стр. 108). Вслед за тем Ньютон приводит основ- 
ные, необходимые для решения задач теоремы геометрии 
(главным образом подобие треугольников и соотношения меж- 
ду квадратами сторон и т. д. в треугольнике), указывая, что 
применять другие теоремы следует с умеренностью, если воз- 
можно „...с равной легкостью или с незначительно большим тру- 
дом вывести решение из более простых вычислительных начал“ 
(стр. 110). Для большей ясности Ньютон при этом ‚решает 
одни и те же задачи различными способами, чтобы показать 
читателю действительное значение его советов. \ Последующие 
задачи Ньютон также нередко решает несколькими способами. 


1 Следует отметить, что попутно Ньютон излагает основные приемы 
и идеи аналитической геометрии. 
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Ценные методические указания Ньютон приводит и при 
разборе отдельных задач. Так, в задаче ХХТУ дается правило 
выбора неизвестных: „Если какие-либо два члена настолько 
подобны или сходны в отношении к другим членам вопроса, 
что, применяя любой из них, вы получите совершенно сходные 
уравнения или же, что, применяя их оба, вы получите конеч- 
ное уравнение, в котором они обладают одинаковыми изме- 
рениями и одинаковой формой, отличаясь, быть может, лишь 
знаками -- и— (увидеть это легко), то лучше всего не при- 
менять ни одного из них, а взять... другую величину, которая 
находится с ними в одинаковом отношении и не имеет себе 
подобных“ (стр. 156). Этим правилом он руководствовался и 
при решении ряда других задач. 

Методические указания Ньютона чрезвычайно ‘ценны по 
своему содержанию. Многое в них сохраняет значение и ныне 
и с пользой может быть использовано в педагогической прак- 
тике. Вместе с тем мы видим из них, что автор „Всеобщей 
арифметики“ был не только гениальным ученым, но и заме- 
чательным педагогом. 1 


УТ 


Как мы видели, во „Всеобщей арифметике“ Ньютона были 
охвачены почти все основные проблемы алгебры той эпохи. 
В свои лекции Ньютон не включил лишь применение форму- 
лы бинома и численных методов решения уравнений, ? а вне 


+ Интересно отметить, что охарактеризованными здесь идеями ру- 
ководствовался А. Цебов (А. ПезЪоуе5) при составлении одного из раз- 
делов своих «СОаезИотз Ч’а1е6ёЪге 616тепба1те» (Раг1з, 1887). Методиче- 
ским идеям Ньютона посвящена, работа 1.. Соп фе «54 подо 41 шейеге 10 
ефаа71опе 1е ЧиззЯотт сеотефиесве (РаП‘ АгИваейса ат уегва$ @1 
Г. М№ем4юоп)» в Рег1о41со 41 тпафетаИсве, 1947. 

* Последнее придавало несомненную незавершенность труду и по 
этой причине, как упоминалось, уже к первому -изданию его Уиетон 
приложил статью Галлея о численном решении уравнений. 
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поля зрения его остались только два вопроса: об общем 
способе решения систем линейных уравнений и о разреши- 
мости в радикалах уравнений выше 4-й степени.! Идейное 
богатство „Всеобщей арифметики“, насыщенность ее новыми 
теоретическими результатами и обилие столь удачно подобран- 
ных задач быстро снискали ей популярность, о которой сви- 
детельствуют прежде всего многочисленные переиздания. Вслед 
за изданием 1707 г. вышло новое в 1722 г.; ? в 1720 и 1728 гг. 
появились английские переводы известного математика Дж. 
Рефсона; латинские издания повторялись в 1732, 1761 гг. и 
позднее; Н. Боде перевел ее в 18072 г. на французский. Книга 
в равной мере служила и источником вдохновения для уче- 
ных и руководством для специализировавшейся в области 
математики молодежи. 

Проследить влияние алгебраических открытий Ньютона 
на последующее развитие алгебры значило бы написать пол- 
ную историю этой науки по крайней мере до эпохи Галуа, 
а в некоторых ее направлениях и до наших дней. Эта задача 
не может быть решена в рамках настоящей статьи. Мне 
придется ограничиться лишь несколькими краткими замеча- 
ниями о поистине огромном влиянии „Всеобщей арифметики“ 
Ньютона на алгебру ХУПТ столетия. 

Прежде всего следует отметить, что все последующие со- 
чинения трактуют уже алгебру как арифметическую дисцинп- 


1 Ньютон привел способы решения простейших систем линейных 
уравнений путем подстановки и сравнений, а также результаты, воз- 
никающие при исключении неизвестной из некоторых уравнений высших 
степеней (стр. 75 и сл.), но общей задачи решения системы линейных 
уравнений не коснулся. Лейбниц, с его постоянным интересом к созда: 
нию новых алгорифмов, в письме к Лопиталю от 1693 г. и в некоторых 
рукописных заметках заложил первые основы теории определителей. 
См. «Успехи математических наук», 1948, т. ПТ, в. 1, стр. 197. 

2 Это издание, подготовленное Мечином, было существенно исправ: 
лено и дополнено, несомненно, под наблюдением самого Ньютона. 
О личных причинах, побудивших Ньютопа поручить подготовку 2-го 
издания Мечину, а не Уистону, см. Г. Т. Моге, Цит. соч., стр. 529. 
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лину. При этом из курсов алгебры быстро исчезают обшир- 
ные разделы геометрических приложений, переходящие в 
сочинения по аналитической геометрии. Если в пространном 
и оригинальном комментарии ко „Всеобщей арифметике“, 
каким являлась алгебра одного из лучших учеников Ньюто- 
на— Колина Маклорена („А фгеамзе о{ а\оега зп %тгее 
рагёз“, Гоп4оп, 1748), они занимали еще видное место, так же 
как и геометрическое построение корней уравнений, то в 
„Началах алгебры“ А. Клеро („Е]6тегфз 4’а]оефге“, Рамз, 
1746) и в классической „Универсальной арифметике“ Л. Эй- 
лера, вышедшей впервые в русском издании в Петербурге 
в 1768 — 1769 гг., все изложение носило уже чисто арифме- 
тический характер. 1 Ньютоново определение действительного 
числа приобретает в связи с этим широкое распространение. 
Так, Эйлер на первых же страницах своего руководства 
говорит, что „число не иное что, как содержание [т. е. отно- 
шение. — А. Ю.] одного количества к другому, которое берет- 
ся за единицу“.? С еще большей силой подчеркнул свою идей- 
ную близость к Ньютону выдающийся деятель русского мате- 
матического просвещения ХУП в., ученик Эйлера, академик 
С. К. Котельников. В предисловии к своему учебнику ариф- 
метики Котельников писал: „В порядке расположения вещей 
несколько от других писателей отступлено, ибо сей порядок 
показался натуральнее и сходственнее с понятием, какое я 
себе о числе представил и какое предложил в сей книжке. 
Образ, в котором я себе число воображаю, есть нютонов. 


1В предисловии к своему руководству Клеро между прочим писал: 
„Мне представлялось, что выпустить в свет целостный трактат по чис- 
той алгебре значило дать начинающим средство особенно в ней укре- 
питься и что они лишь выиграют, занявшись приложением алгебры к 
геометрии лишь после того, как аналитические действия не будут уже 
представлять для них никакой трудности“ (изд. Раг1з, 1760, стр. 
ХУИ!— МХ). 

Л. Эйлер. „Универсальная арифметика“. Пер. П. Иноходцева и 
И. Юдина, т. 1, СИб., 1787, стр. 3. 
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Оное представляется, как некоторое содержание двух коли- 
честв; и поистине, ежели рассудить в тонкость, то невозмож- 
но никакого вообразить себе ясно количества, не поняв 
прежде его содержания к другому того же рода, которого 
величина от частого употребления и обращения в глазах 
наших твердо и ясно в уме начерталася“.1 В этой связи 
Котельников предпослал объяснению действий умножения 
и деления изложение теории отношений и пропорций. Так 
же поступали и некоторые другие математики ХУПТ в.., 
например А. Зегнер и другой ученик Эйлера — ака- 
демик С. Я. Румовский в „Сокращении математики части 
первой, содержащей начальные основания арифметики“ 
(СПб., 1760). 

В связи с арифметизацией алгебры все более видное место 
начинают занимать и обойденные в общем Ньютоном вопросы 
о сущности отрицательных чисел. Математики ХУПГ в, — 
Маклорен, Н. Саундерсон, Эйлер, А. Кестнер, Н. Е. Муравьев, 
Даламбер, Л. Карно и многие другие — посвятили немало 
усилий разъяснению природы отрицательных чисел и попыткам 
обоснования правил действий над ними.? Кестнер, между 
прочим один из первых, если не первый, указал на соотно- 


1С. К. Котельников. „Первых оснований мафиматических наук 
часть первая, содержащая в себе арифметику“. СПб., 1766, стр. 3. 

3 Первые сведения по алгебре на русском языке приведены были в 
„Арифметике“ Л. Ф. Магницкого (М., 1703), во многом опиравшегося 
на „Всеобщую математику“ Валлиса и более ранних алгебраистов. У 
Магницкого, однако, изложение доведено было лишь до решения квад- 
ратных уравнений. Первым большим и специально алгебраическим рус- 
ским учебником быдло „Начальное основание математики“ Н. Е. Муравь- 
ева (СПб., 1752). Из алгебраических открытий Ньютона Муравьев вклю- 
чил в свой курс общую формулу бинома (стр. 97 — 117) и численный 
метод приближенного вычисления корней (стр. 302 — 305). Эти же вещи, 
а также правило параллелограма Ньютона подробно изложены были в 
„Новой алгебре, содержащей в себе не только простую аналитику, но 
такке дифференциальное, интегральное и вариационное исчисление“ 
А. Барсова (М., 1797, главы 1—3). 
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сительный характер положительных и отрицательных чисел,! 
но подлинную ясность в эту проблему удалось внести толь- 
ков ХХ в., так же как и в вопрос об арифметизации поня- 
тия об иррациональном числе. 

В этой общей тенденции арифметизации алгебры ХУПТв. 
влияние Ньютона отразилось в первую очередь. Но кроме 
того, и это еще важнее, оно сказалось и на разработке 
специальных математических вопросов. Немалую роль при 
этом сыграло то обстоятельство, что ряд теорем „Всеобщей 
арифметики“ Ньютон привел без доказательства. Уже самое 
изучение этой книги требовало пояснений. Пояснением и 
доказательством ее предложений и правил занялось множество 
математиков, а ее издания все более и более обрастали до- 
полнительными статьями и мемуарами, по объему в своей 
совокупности чуть ли не превосходившими основной текст. 
Я не буду задерживаться на комментариях Дж. Кольсона, 
с’Гравезанда, Дж. Кастильона, которым по большей части 
удалось лишь весьма неполно, хотя и весьма пространно 
осветить отдельные детали великого творения Ньютона. Среди 
прямых комментаторов его алгебры первое место безусловно 
принадлежало уже названному Маклорену, который в сво- 
их университетских лекциях в основном следовал за Ньюто- 
ном и „Грактат по алгебре“ которого имел прямой целью 


1 „Противоположенные величины суть величины одного рода, кои 
рассуждаются под такими условиями, Что одна из них уменьшает дру- 
гую, например имущество и долги, шествие вперед и отступление назад. 
Одна из сих величин, взятая по произволению, называется положи- 
тельною, противоположенная оной—отрицательною“ (А. Г. Кестнер. 
„Начальные основания математики“, ч. Ё. СИб., 1792, стр. 69; оригинал 
вышел впервые в 1759 г.). 

Вообще говоря, все попытки доказательства правил умножения 
отрицательных чисел были основаны на молчаливом переносе свойств 
действий над положительными числами, особенно распределительного 
свойства умножения. Подобные рассуждения математиков ХУПГ в., не 
имея внутренней логической ценности, подготовили, однако, почву для 
анализа проблемы в ХХ в. 
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снабдить доказательствами и развить далее содержание „Все- 
общей арифметики“. В некоторых случаях Маклорену это уда- 
лось неплохо, но в целом он еще не очень далеко ушел по наме- 
ченному им самим пути. Главная работа по дальнейшему разви- 
тию алгебры проделана была не столько учеными, стремив- 
шимися дать комментарии ко „Всеобщей арифметике“ в целом, 
сколько математиками, разрабатывавшими те или иные спе- 
циальные вопросы алгебры. 

Проблемой приводимости, сдвинутой с места Ньютоном, 
занимались после Маклорена и Дж. Кемпбелла многие мате- 
матики, но подлинные успехи достигнуты были в этой обла- 
сти лишь в ХХ в. Г. Эйзенштейном, Л. Иронекером (ме- 
тод которого отчасти родственен ньютонову)! и др. Правила 
знаков Декарта и Ньютона изучены были детальнее А. Кест- 
нером, Ж. П. де-Гюа, Маклореном, Лагранжем, и работы 
их были завершены в ХХ в. Ф. Д. Бюданом, ЖЖ. Фурье и 
Ж. Ш. Штурмом.* Численные методы решения алгебраиче- 
ских уравнений развиты были далее Д. Бернулли, Л. Эйлером, 
9. Варингом, 3. Лагранжем, К. Фурье, внесшим существен- 
ные уточнения в вопрос об условиях применимости метода 
Ньютона, Н. И. Лобачевским, Ж. Данделеном, В. Греффе и др. 
Проблемой исключения в ХУ в. успешно занимались Безу 
и 1. Эйлер. Столь важная в алгебре теория симметрических 
функций развита была Ж. Лагранжем и 9. Варингом и т. д. 
Повторяю, было бы чрезвычайно затруднительно указать в 
алгебре ХУПТ в. те области, в исследовании которых раз- 
витие открытий Ньютона не сыграло большой роли, за 
исключением разве лишь теории определителей и общей про- 
блемы разрешимости уравнения в радикалах. Й, опять-таки 
за немногими исключениями, работы алгебраистов ХУ1ТШ в. 


1См. „ЕрсуЕюраЧ1е Чег та{Шетайзсвеп \\15зепзспаЁЙеть“, т. Г, Гер- 
710, 1898 — 1904, стр. 239. 

2 Полное исследование правила знаков Ньютона удалось, в частно- 
сти, только в. 60-е годы ХХ в. Дж. Сильвестеру („Епсу юорАд1е 4ег 
ша Вета{15сВеп \М/15зеп5сВаНеп,“ т. [, стр. 415). 
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направлены были, как и у Ньютона, к единой цели — уста- 
новлению характера корней уравнений. и их конкретному 
вычислению. Теорема Штурма об определении числа комплекс- 
ных, положительных и отрицательных корней алгебраического 
уравнения и остроумный метод Лобачевского приближенного 
вычисления всех его корней! подвели в 30-е годы ХХ в. 
в известном смысле итог этому направлению алгебраических 
исследований. В это же примерно время работы Абеля и 
Галуа положили начало новому развитию алгебры, которое 
было лишь отчасти намечено в конце ХУПТ в. Лагранжем 
и П. Руффини. 

„Всеобщая арифметика“ оказала существенное влияние и 
на эволюцию учебников алгебры. Многочисленные задачи ее 
были широко использованы и в алгебре и в аналитической гео- 
метрии; из них и сейчас можно было бы почерпнуть интересный 
материал. Вместе с тем последующие составители алгебраи- 
ческих руководств пошли далее. В курсы алгебры вновь стали 
включать логарифмы, теория которых была существенно пере- 
работана Эйлером (между прочим и в его „Универсальной 
арифметике“), теорему о биноме, теорию пропорций и про- 
грессии; важные методические изменения были внесены и в 
расположение материала. Из курса средней школы удалены 


1 В предисловии к своему труду „Алгебра или вычисление конеч 
ных“ (Казань, 1834) Лобачевский писал: „Алгебра будет та же наука, 
которую Ньютон назвал Общая Арифметика, чтобы отличить от Ариф- 
метики на числах и которую столько же справедливо можно назвать 
вычисление конечных, в противоположность с дифференциальным или 
вычислением бесконечно малых, где являются неоспоримо новые на- 
чала, под каким бы видом ни старались их представлять, желая соб- 
люсти строгость эту существенную принадлежность всякого Математи- 
ческого учения.... Решение уравнений составляло всегда главный пред- 
мет алгебры“. 

Любопытно отметить, между прочим, некоторое родство цент- 
ральной идеи метода Лобачевского с Ньютоновым приемом вычисле- 
ния наибольшего по модулю действительного корня © помощью ете- 
пенных сумм. 
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были элементы общей теории уравнений и т. д. Прообразом 
большинства руководств по алгебре ХХ в. явилась „Уни- 
версальная арифметика“ Эйлера, а в России, кроме того, ее 
сокращенное изложение, написанное академиком Н. И. Фусом 
и выдержавшее в начале ХХ в. несколько изданий. 

Изучать алгебру по сочинению Ньютона в настоящее вре- 
мя, разумеется, было бы неправильно, так же как нельзя 
было бы рекомендовать изучать анализ по его „Методу флюк- 
сий“ и небесную механику по „Математическим началам“. 
Но даже из данного здесь краткого обзора видно, что алгебра 
Ньютона заслуживает серьезного внимания читателей и в 
наше время. С. И. Вавилов совершенно правильно отмечает 
в своей биографии Ньютона, что „чтение его „Универсальной 
арифметики“, составившейся из лекций в Нембридже, ... до- 
ставит и теперь глубокое удовольствие всякому геометру и 
любителю математики“. А для педагогов ознакомление с 
этим классическим руководством, от которого, так же как 
иот „Геометрии“ Декарта, ведет начало современная алгебра, 
представляет особенно живой интерес. 


1 С. И. Вавилов. „Исаак Ньютон“. М.— Л., 1943, стр. 173. 


ПРИМЕЧАНИЯ К ПЕРЕВОДУ 
„ВСЕОБЩЕЙ АРИФМЕТИКИ“ 


(Составлены А. П. Ющшкевичем) 


1 (к стр. 7). Синтез (с0троз1 0) и анализ (гезо]а 0) Ньютон 
понимает. в классическом смысле этих слов. Папп Александрийский 
(конец ТП в.) кратко разъясняет эти понятия следующим образом: 

„Анализ есть путь, которым мы приходим от искомого, допущен- 
ного как данное, посредством последовательного заключения к тому, 
что допускается в синтезе. Ибо при анализе мы допускаем, что искомое 
как бы уже дано, рассматриваем то, из чего это искомое следует, затем 
то, что предшествует этому новому положению, и продолжаем отступать 
подобным же образом, пока не натолкнемся на нечто, уже известное 
или содержащееся в числе принятых начал; такого рода рассуждения 
представляющие как бы некоторое распутывание, мы называем разре- 
шением (анализом). При синтезе же, наоборот, то, что при анализе мы 
сделали последним, то именно предпосылаем мы, как уже совершив- 
шееся, и то, что ему предшествовало, мы располагаем в естественном 
порядке и, соединяя одно с другим, наконец, выполняем построение 
искомого — это и называем мы составлением (синтезом)“. См. примеча- 
ния И. Ю. Тимченко к „Истории элементарной математики“ Ф. Кед- 
жори (изд. 2, Одесса, 1917), стр. 338—340, а также Г. Г. Цейтен. 
„История математики в древности и в средние века“, пер. П. С. Юшке- 
вича (изд. 2, М. —Л., 1938), стр. 71—78. 

По Ньютону, в числовой арифметике идут путем синтеза, от данных 
величин к искомым, в алгебре — путем анализа. Ср. также рассужде- 
ния Ньютона на стр. 112 и сл. настоящего перевода. 

2 (к стр. 7). Термин зрес1ез (вид) восходит к Фр. Виету (1540—1603). 
Во „Введении в аналитическое искусство“ (п афет апа1уЯсеп 1засосе, 
1591) Виет различал числовой счет (10913Иса пишегоза) от видового 
счета (1№0215Мса зрес1оза), который изучает величины „при помощи видов 
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или форм вещей, например элементов алфавита“. При этом объектом 
видовой алгебры Виета служили не числа, но геометрические или же 
псевдогеометрические разнородные величины, составляющие некоторый 
восходящий ряд: длина, площадь, тело, площаде-площадь, площаде- 
тело и т. д. Эти величины Виет называл скалярами-ступеньками обра- 
зуемой ими лестницы — шкалы. Для того чтобы изучение величин в 
алгебре приобрело общность, к которой стремился Виет, он ввел обо- 
значения их прописными буквами латинского алфавита. Данные вели- 
чины он обозначал согласными буквами В, ),..., а искомые — глас- 
ными 4, Е, ... 

Р. Декарт (1596—1650) в „Геометрии“ 1637 г. отказался от разно- 
родности общих алгебраических величин, рассматривая их все как 
прямолинейные отрезки; Ньютон трактует алгебраические величины как 
числа. Слово зрес1ез в дальнейшем переводится по большей части 
„буква“. 

3 (к стр. 8). Здесь Ньютон полностью и явно порывает с клас- 
сической традицией, согласно которой числами являются лишь мно- 
жества единиц. Вместе с тем он попрежнему именует иррациональное 
число „глухим“ или „немым“ (заг4а$). Этот термин возник в европей- 
ской литературе как перевод арабского слова, в свою очередь переда- 
вшего греческое ?&).0-у0$ (невыразимый, немой, не имеющий отношения). 
Наряду с термином зиг4мз в средние века употреблялся и термин 
птаЯопа$. Декарт, как позднее и Ньютон, говорил о „немых“ числах — 
попаЬгез зоиг$. 

Математики ХУП в. еще до Ньютона подходили к признанию 
принципиального равноправия иррациональных чисел с рациональными. 
Так, Дж. Валлис (1616—1703), понимая еще под числом множество 
единиц, говорил, что над „глухими корнями“ можно производить ариф- 
метические действия точно так же, как над числами в собственном 
смысле слова, и подчеркивал, что приближения к значениям таких кор- 
ней можно получать сколь угодно близкие. Впрочем Валлис и рацио- 
нальные дроби не считал настоящими числами, хотя и вполне реаль- 
ными понятиями. 

Ньютоново определение числа как отношения получило широкое 
распространение в ХУ в., в том числе в руководствах Л. Эйлера 
(1707—1783), академика С. К. Котельникова (1723—1806) и многих дру- 
гих. Попытки более четко связать понятие об иррациональном числе 
с понятием о числе рациональном появляются во второй половине 
ХУПТв. Так, А. Г. Кестнер (1719—1800) рассматривал иррациональное 
число как предел рациональных чисел; в России за ним последовал 
Ц. А. Рахманов (ум. 1813); на этой же точке зрения стоял О. Коши 
(1789—1857). Однако еще Ж. Даламбер (1717—1783) и акад. С. Е. Гурьев 
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(1764—1813) отрицали существование чисел, выражающих отношения 
несоизмеримых отрезков. Строгая теория иррациональных чисел создана 
была во второй половине ХХ в. Р. Дедекиндом (1831—1916), К. Вейер- 
штрассом (1815—1897) и Г. Кантором (1845—1918). 

4 (к стр. 9). Несистематическое употребление десятичных дробей 
встречается у различных математиков ХУ[ в. Со всей силой подчерк- 
нули их пользу С. Стевин (1548—1620) в сочинении „Га П1зше“, т. е. 
„Десятая часть“ (1585), а также Виет в 1579 г. Английские математики 
ХУП в. У. Оутред (1574—1660), Валлис и другие в своих курсах ариф- 
метики и алгебры уделили десятичным дробям особенно видное место. 
Ньютон последовал в этом отношении их примеру; так же поступали 
и авторы многих руководств ХУПГ в. Стевин записывал десятичные 
дроби в виде: 89©) 4) 6(2) (наше 89,46); Виет отделял дробную часть от 
целой вертикальной чертой. Более или менее сходные обозначения при- 
меняли и другие авторы. Б. ПШитиск (1561—1613) в 1612 г. писал 
.05176381; в то же время десятичную точку применял Дж. Непер 
(1550—1617). У. Оутред в 1631 г. писал 2|_5; Г. Бриггс (1556—1630) в 
1624 г. употреблял запятую; некоторые ставили запятую сверху и т. д. 
Уистон в первом издании „Всеобщей арифметики“ 1707 г. обычно при- 
менял запятую, но иногда и точку с запятой. См. Е1. Са]огу. А 
В13{0гу 0оЁ{ тафеша са! пофаИопз. СЫсасо, 1938, т. Г, стр. 314—335. 

5 (к стр. 9). Буквенное обозначение величин в алгебре восходит 
к древним грекам и несистематически встречалось в средние века. Прин- 
ципиальное значение такой символики со всей силой выявил Виет, 
впервые применивший буквенное обозначение для коэффициентов алгеб- 
раических выражений. Ньютон употребляет символику Декарта („Гео- 
метрия“, 1637). Подробности см. Са]огу. Цит. соч., т. Г, стр. 379—884. 

6 (к стр. 9). Отрицательные числа появились у индусских матема- 
тиков, выражавших их словом, соответствующим нашему „долгу“ 
(в противоположность положительным числам — „имуществу“); индусам 
была известна и двузначность квадратного корня. В средневековой 
европейской математике отрицательные числа появляются в ХУ в., но 
еще в ХУГ-ХУИП вв. многие крупные ученые не признают отрицатель- 
ных корней уравнений, как, например, Виет. Т. Герриот (1560—1621) 
даже пытался доказать, что алгебраические уравнения могут иметь лишь 
положительные решения. Немецкий алгебраист М. Штифель (1487? —1567) 
в „АгиЬтейса ИЦеста“ (1544) рассматривал отрицательные числа как 
воображаемые, как патет! 11641, существующие лишь в нашем представ- 
лении и тем не менее весьма полезные в математике (так же расценивал 
Штифель и отвлеченные дроби). Алгебра, писал он, „ввиду неограничен- 
ности запаса своих средств обычно пользуется и тем, что существует, 
и тем, что представляется как существующее. Ибо подобно тому, как 
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выше единицы полагаются целые числа, а ниже единицы представляются 

(Ппоипфаг) доли единицы..., так и выше 0 полагаются единица и числа 

и ниже 0 представляются единица и числа“. Этого требует целостность 

арифметики. В качестве примера замечательных свойств таких воображае- 

мых чисел Штифель приводит сопоставление арифметической и геометри- 
1 1 1 


ческой прогрессий —3, —2, —1,0,1,2, Зи, соответственно, „— о, > , 


1, 2, 4, 8 (Ф. Кеджори. Цит. соч., стр. 325, 442—445). Такую же 
‚прагматическую“ позицию занимал в 1539—1545 гг. Дж. Кардано 
(1504—1576), именуя отрицательные числа то патег Иси, то п!пиз 
ригит (чистый минус) впротивовес открытым им пишаз зоршзИси, 
позднее названным мнимыми числами. Кардано употреблял также терми- 
ны гад1сез уегае (настоящие корни) и га@}сез {э1зае или Исбае (ложные 
или придуманные). Дж. Валлис в 1657 г. рассматривал отрицательные 
числа как воображаемые (1паз1таг!а), но не абсурдные; в 1685 г. он их 
вместе с положительными числами называл действительными (геа]) в 
противоположность мнимым (итаз1пагу). 

Развитие теории алгебраических уравнений понуждало математиков 
применять отрицательные числа сперва в качестве удобных вепомога- 
тельных идеальных понятий, реальный смысл которых отрицался, 
поскольку алгебраисты, опиравшиеся на геометрические аналогии, не 
располагали еще интерпретацией этой категории чисел. Крупный шаг 
вперед сделал А. Жирар (1595 (?) — 1632), в „пуепИоп поцуеЦе еп 
‚Га1зефге“ (1629) указавший, что ‚решение с помощью минуса (раг 0113) 
объясняется в геометрии возвращением вспять (еп г6гоэта4аюф) и минус 
отступает там, где плюс ведет вперед“. Декарт, независимо от Жирара 
и одновременно с ним, геометрически истолковал отрицательные корни 
как отрезки ординат, расположенные по другую сторону оси абецисс, 
чем отрезки, изображающие положительные корни. Не относя отрица- 
тельные числа, „меньше чем ничто“, к роду воображаемых, т. е. мнимых, 
он все же называл их ложными ({а15$е5$). Фактически отрицательные 
числа получили равноправие с положительными именно п „Геометрии“ 
Декарта. Подробно остановился на вопросе о толковании отрицательных 
чисел Валлис. Важно иметь в виду, что когда математики ХУП в., 
тот же Валлис, говорили о „фиктивности“ или ложности отрицательных 
чисел, они часто хотели сказать, что это понятие не совпадает с тради- 
ционным определением числа, а вовсе не то, что оно не отражает опре- 
деленной стороны действительных явлений. 

Вместе с тем Декарт и многие другие ученые ХУП в. нередко 
допускали ошибки в теории отрицательных чисел и толковали собственно 
об их абсолютных значениях. Ряд свойств отрицательных чисел вызы- 
вал серьезные недоумения или недоразумения у крупнейших математи- 
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ков. Так, Валлис из неравенств... 3>22>1>0>—1>—2>—... 

олучал ЕЕ ЕЕ ИЕ: отсюда за 

пол << —..и а за- 
у бота со ща тоюА 


ключал, что отрицательные числа больше бесконечности. Г. В. Лейбниц 


1 —1 
(1646—1716), исследуя парадоке а (первый член первого отно- 


шения больше второго, а первый член второго отношения меньше второго 
члена), приходил к выводу, что оба эти отношения лишьвоображаемые ичто 
выражение „—1 меньше нуля“ лишь „терпимо истинное“ ($о]егат4ег уега). 

Обсуждение природы отрицательных чисел продолжалось в ХУ ПГ в. 
и в нем участвовали К. Маклорен (1698—1746), Л. Эйлер, Даламбер, Кест- 
нер и др. Кестнер уже отметил соотносительность положительного и 
отрицательного чисел, называя их противоположными количествами и 
подчеркивая, что по существу безразлично, какое из таких двух коли- 
честв именовать положительным и какое отрицательным. Но еще в самом 
конце этого века Л. Карно (1753—1823) писал, что „гораздо труднее 
вразумительно объяснить, что такое изолированное отрицательное коли- 
чество, чем понять, что такое бесконечно-малое количество, потому 
что последнее... есть количество действительное, в то время как пер- 
вое является фиктивным понятием (64ге 4е га!1зоп), ибо его можно 
получить лишь путем невыполнимого действия“ („Размышления о 
метафизике исчисления бесконечно малых“, пер. Н. М. Соловьева, 
М., 1933, стр. 230 и сл.). Строгая трактовка теории отрицательных чисел 
дана была на основе работ Г. Грассмана (1809—1877), У. Гамильтона 
(1805—1865) и других ученых ХХ в. 

Знаки -|- и — появились в печати в 1489 г. у И. Видмана; термины 
питегиз пегайуиз и питегиз роз1 уаз встречаются с ХУГ в. 

7 (к стр 9). Обозначение -Е= ввели Жирар и(1626) Оутред (1631). 
Декарт в „Геометрии“ употреблял в этом случае перед буквой точку; 
имелись и другие обозначения. 

В английских изданиях „Всеобщей эрифметики“ Ньютона в зада- 
че (У употребляются в смысле - и -- знаки [ иТ. 

8 (к стр. 14). Здесь Ньютон следует за Декартом, который в самом 
начале „Геометрии“ вводит умножение, деление, возведение в степень и 
извлечение корней из линий на основе эвклидова учения о подобии и, 
следовательно, эвклидовой теории пропорций. Однако Ньютон подчер- 
кивает условный характер этой арифметической терминологии в приме- 
нении к геометрическим операциям (ср. прим. 9, 130, 133). 

Нужно отметить, что Ньютон, как и Декарт, по традиции обычно 
говорит „линия“, „прямая“ там, где мы сказали бы „отрезок“. Четкое 
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терминологическое отличие прямой, луча и отрезка провел Я. Штейнер 
(1796—1863). Ср. прим. 61. 

3 (к стр. 12). Виет проводил принципиальное различие между род- 
ственными действиями числовой и видовой логистики. В 10213Иса зре- 
с10за умножение в обычном смысле слова (ша рИса0) заменяется на 
„проведение“ величины 4 к величине В (аис\о А 1 В; дасеге); оно 
порождает скаляр высшего рода, размерность которого складывается 
из размерностей А в В. „Приложение“ А к В (аррИса4о А аа В) 
порождает величину, размерность которой есть разность размерностей 
А и В. Складывать, вычитать и приравнивать друг к другу в видовой 
логистике можно было скаляры одного рода (закон однородности). Это 
требовало введения в уравнения дополнительных буквенных коэффициен- 


тов, по закону однородности, — если применить современные обозначе- 
4 


1 а 
ния, — нельзя написать 23 -|- — — 24, но 13 - —_—— 252у ит. п. Де- 
х т 


карт (и за ним Ньютон) понимает под а?, 63 ит. Д. „лишь сами про- 
стые линии, хотя, чтобы пользоваться наименованиями, употребитель- 
ными в алгебре“, называет их квадратами, кубами и т. д. Пля этого 
нужно лишь „повсюду, где имеется слишком много или слишком мало 
измерений,... подразумевать единицу“, т. е. представлять себе величины 
умноженными или деленными должное число раз на линейную единицу 
(„Геометрия“, рус. пер., М., 1938, стр. 13). Закон однородности тогда 
не влечет за собой усложнения выражений. Ср. мою статью и приме- 
чания в русском издании „Геометрии“ Декарта (М., 1938). 

Термины ша!ЯрИсаге, ша рПса 0 встречаются с Г в., ргодлсете, 
ргоЧасфат — с ХИТв. (Тов. ТгорЁКе. Сезсь1сЩе 4ег Е]етежаг-Ма- 
{Ветайк, т. 11, 1924, стр. 77, 78). 

10 (к стр. 12). Термин коэффициент возник из 1опе Мао сое с1епз 
(содействующая длина) Виета. В выражении (А -- В}?-- (А-В) 
Виет назвал так множитель р, сообщающий второму члену требуемую 
законом однородности размерность (ср. М. Сапфог. Уотезапееп аЪег 
Сезс1сШе ег Ма\Ъелай К. Т.е!р712, 1899, т. ТТ, стр. 632). 

Декарт говорил об „известной величине“ в члене уравнения (на- 
пример, |а 4иап{166 соппае 4е се зесоп@ шешЪге).Г. Лопиталь (1661—1704) 
писал ‚умножающая величина“ (а диап 6 ди! шаре). В оригинале 
„Всеобщей арифметики“ коэффициенты называются питег1 ргае 1х1, 
„предстоящие числа“; в других случаях они именуются „членами“ 
уравнения, „известными величинами“ в членах, изредка — коэффициен- 
тами. Термин коэффициент в нашем смысле слова употребляли Оутред, 
Валлис, автор распространенного учебника „Мапи та&Вета ез“ (1674) 
К. Ф. Дешаль (1621—1678) и другие. 

11 (к стр. 12). Знак косого креста применялся средневековыми матема- 
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тиками до ХУГ] в. в весьма разнообразных задачах (правило двух лож- 
ных положений, деление дробей и т. д.). Как символ умножения двух 
величин его употребил впервые У. Оутред (1631). Лейбниц (1698) пред- 
ложил обозначать умножение при помощи точки, чтобы не смешивать 
похожие знакихи Хх. Запись величин рядом друг с другом обозначала 
их произведение еще в некоторых рукописях ХУ в. (см. Са]обу. 
Цит. соч., т. Г, стр. 250—263). 

Объединение составных величин при помощи различных символов 
восходит к концу ХУ в. Горизонтальную черту подписывал в 1484 г. 
под многочленным вырзжением Н. Шюке. Т. Герриот в 1631 г. объеди- 
нял надписанной вслед за символом У горизонтальной фигурной скоб- 
кой подрадикальные выражения; Декарт в „Геометрии“ применял ана- 
логично горизонтальную черту. Фр. ван-Скаутен (1615—1660) в 1646 г. 
употребил горизонтальную черту и при перемножении составных вели- 
чин; Ньютон пользовался ею еще в 1676 г., причем употреблял в слу- 
чае нужды несколько таких надписанных друг над другом черточек, 
например: 


у &АЖу+5Жу— 19 ху 17 =0 
означало у него 


{Ци у-Е 5] у— 12} у-- 17 = 0. 


Скобки появляются`в ХУ! в., например в рукописях Штифеля 
круглые скобки, в книгах Виета — фигурные, как односторонние, так 
и двусторонние. Широкое применение скобки получили уже в начале 
ХУПТГ в., особенно благодаря Лейбницу и Эйлеру. Ивадратные скобки 
встречаются с 1709 г. (см. Са ]оту. Цит. соч., т. Т, стр. 384—404). 
В настоящем переводе дается современная запись скобок. 

1? (к стр. 13). В терминологии, восходящей к Виету, а через него 
к древним, приложить прямоугольник к его основанию значит найти 
его высоту. Ср. прим. 9. 

13 (к стр. 13). Запись дробей при помощи горизонтальной черты, 
отделяющей числитель от знаменателя, восходит к арабам; ею систе- 
матически пользовался Леонардо Пизанский ок. 1202 г. Запись делите- 
ля слева от делимого и разделение их скобкой } встречается у М. Шти- 
феля (1544) и У. Оутреда (1631). Двоеточие в качестве символа деления 
ввел Лейбниц в 1684 г. 

1 (к стр. 14). Одной из важнейших задач, которые пришлось ре- 
шать математикам при создании символической алгебры, была выра- 
ботка обозначений для степеней величин. Диофант (ПП в.) пользовался 
для обозначения неизвестной знаком $, а для ее степеней сокращениями 
соответствующих греческих терминов. Так, квадрат (65% — состоя- 
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ние, сила, потенция) он обозначал 5°, куб (хоВос) — х’, четвертую сте- 
пень —8°’5°, пятую — 8°х’и шестую — х’х’. Математики средневеко- 
вой Европы долго называли неизвестную вещью, тез (по-итальянски 
соза, откуда старонемецкое название алгебры Соз$, косо), квадрат неиз- 
вестной — ЧиаЧта{а$ или сепзиз (состояние, сила), куб — сабаз. Посте- 
пенно, вместо этих терминов, входят в употребление их сокращения; 
параллельно появляются и другие обозначения степеней. Так, Виет, 
наряду с записями А сафаз -|- В рапо 3 ш А (т. е. Аз--ЗВА, где 
В — площадь) в видовой логистике, применяет в числовой логистике 
сокращения М (пашегиз, число), О, С и их комбинации; например: 
65 С --1 ОО аедиаг 1, 481, 54& означает по нашей записи: 65 23 — 14 = 
— 1481544, при этом будет 1 №57, т. е. х = 57. Немецкие коссисты при- 
меняли особую систему значков для степеней неизвестной; впрочем 
Штифель пногда обозначал степени различных неизвестных, выписывая 
нужное число раз основание степени в виде 1, 9%, 9(%%,...,%,%33,... 
и т. п. Аналогичное обозначение систематически применял в „Аг з апа- 
]уйсае ргах!5“ (1631) Герриот, обозначавший целые положительные сте- 
пени неизвестной а, аа, ааа,... У. Оутред в 1631 г. писал сокращен- 
но 4, 44, Ас, 444, Аде и т. д. Дж. Юм (1636) писал вместо ААА уже 
АПТ. Современная запись вроде у3. у" (но уу, а не 1") встречается в 
рукописях Декарта ок. 1629 г. и неизменно применялась им в „Геомет- 
рии“ 1637 г. Запись аа или хх, наряду с а? и 2?, сохранилась вплоть 
до В. Гаусса (1777—4855), который указывал, что аа завимает не боль- 
ше места, чем а?. Валлис в „Ое зесИопиз соп1с15“ (1655) применял 
декартово обозначение степеней, но позднее, например в „А]еефга“ 1865 г., 
возвратился из националистических побуждений к. символике Герриота. 

Идея об отрицэтельных и дробных степенях имелась у Шюке, Сте- 
вина и др. Валлис в 1655 г. применятк таким степеням термин „по- 
казатель“ (1п4ех). Ньютон в письме от 13-У1-1676 г. к Ольденбургу 
распространил декартово обозначение степеней и на эти случаи: „Как 
алгебристы вместо аа, ааа, аааа и т. д. пишут а?, а3, а^ ит. д., так я 


1 3 
= 3 3 1 4 1 
вместо Та, Уа?, Уса пишу а“ ,а“ ‚а и вместо —, —, 
а аа ааа 


ит. д. 
пишу а`*, а 3, а3 и т. д.“ В том же письме он в формуле бинома пишет 
32 
т — 
_ рис у 3. 
Р -- РОП ‚, ав письме от 24-Х-1676 г. к Ольденбургу и хИ"* -- 2" | 


Мнимые показатели ввел в употребление Эйлер (письмо к Иог. Бернул- 
ли от 18-Х-1740 г.). 
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Следует упомянуть еще, что у Декарта буквы, обозначавшие коэф- 
фициенты, сами по себе считались положительными величинами, и для 
обозначения отрицательного коэффициента он ставил перед буквой 
минус, а для неопределенного по знаку коэффициента точку. В 1657 г. 
Иог. Гудде (1628—1704) обозначал буквенным коэффициентом с пред- 
шествующим знаком -- как положительные, так и отрицательные числа. 

Употребление геометрических терминов измерение (4йпепз10), квад- 
рато-квадрат, квадрато-куб ит. п.— традиция, восходящая к древним 
грекам. Валлис подчеркивал неудобство такой диаз1-геометрической 
терминологии, говоря, что „алгебраические степени (рофезфа{ез) лучше 
объясняются при помощи арифметических степеней (отаиз), чем при 
помощи геометрических измерений“ (1657). Слово степень (4естё, эгадиз) 
широко употреблял и Декарт. Термин ехропепз употреблял при сопо- 
ставлении геометрической и арифметической прогрессии М. Штишель. 
Термин 412п14а3 восходит к Н. Тарталья (1500—1557), рофе аз — к Виету. 
См. Тгор{Ке. Цит. соч., т. ТП, стр. 39—48, 104—134; Сафоту. 
Цит. соч., т. Т, стр. 335—360. 

15 (к стр. 15). Знак корня У, постепенно вытеснивший полное или 
сокращенное обозначение его Вах, В примепявшееся итальянскими, 
а затем и другими математиками с ХИТ в., возник у немецких косси- 
стов в конце ХУ в. Вначале квадратный корень обозначали точкой, 
ставившейся впереди подкоренного выражения, биквадратный — двумя 
точками, кубический — тремя. Хр. Рудольф в 1525 г. писал для квад- 
ратного корня УТ, для кубического \\, а для корня четвертой степени УУ. 
Затем стали писать для кубического корня УС, для корня четвертой 
или пятой степени Уё и У5, ставя затем скобку или горизонтальную 


черту [Декарт. „Геометрия“ и переписка; например У 20 -- У 392 у не- 


го обозначается У3) 20 | 7392. Валлис писал вместо нашего Ур? еще 
Уз В?. Современную запись ввел А. Жирар (1629). См. Са]оту. 
Цит. соч., т. Т, стр. 360—379]. 


В переводе далее всюду запись современная. 
16 (к стр. 15). Большинство математиков еще в ХУГ в. выражали 


равенство полным или сокращенным словом „равно“. Современный 
внак = принадлежит Р. Рекорду (1510—1558), говорившему. что две вещи 
не могут быть более равными, чем две равных параллельных прямых 
(1557). Рекорд лишь писал его значительно более удлипенным. В ши- 
рокий обиход этот символ попал благодаря Оутреду и Валлису. У 
Виета знак а == обозначает разность между большей и меньшей из 
величин а,Ё; у Декарта в переписке = означало -Е, но иногда и ра- 
венство (вообще же Декарт обозначал равенство символом со). См. 


Са]отгу. Цит. соч., т. Г, стр. 297—307. 
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17 (к стр. 16). Для обозначения арифметической и геометрической 


пропорции в средние века был предложен ряд обозначений Декарт’ 


(рукописи, переписка) писал а |6 |с|4 или а |6 [с 14. Ньютон пользо- 
вался широко распространенной символикой У. Оутреда (1631). В 1651 г. 
Уинг предложил в качестве знака отношения двоеточие и писал про- 
порции.в виде А:В: :С:0; также писал их Лейбниц и многие другие, 
но Лейбниц же в 1708 г. ввел обозначение а: = с:4, перестав раз- 
личать равенство отношений от равенства величин. См. Сауоту. 


Цит. СОЧ. , т. Т, стр. 218—279. 
В дальнейшем пропорции записаны по-современному; в связи с 


[9 
этим записи типа 4.5::с.4 = -_ всюду разбиты на такие: а: == с:4, 


вс 


откуда @ = а. 


18 (к стр. 19). Мы бы сказали уменьшить на „абсолютное зна- 
чение отрицательной величины“. Ньютон не имеет специального тер- 
мина для этого понятия, поэтому несколькими строками далее он го- 
ворит о случае, „когда отрицательная величина превосходит положи- 
тельну“. 

13 (к стр. 20). Звездочка обозначает отсутствие соответствующего 
члена. Этот символ употреблял при записи уравнений Декарт (1637); 
он применялся и в ХУ ПТ в. 

20 (к стр. 20). У Ныюотона стоит: „цифру или 0“. Слово цифра воз- 
никло из арабского термина «зНтга» (пустое, нуль) и первоначально 
имело смысл нуля. В английской речи слово с1рБег сохранило двойное зна- 
чение и по сие время. У Л. Ф. Магницкого (1669—1739) в „Арифме- 
тике“ 1703 г. нучь также называется «цифрою или пичем». 

21 (к стр. 32). Расположение многочленов при делении по убываю- 
щим степеням буквы в общем случае рекомендовал, новидимому, впервые 
Ньютон. 

22 (к стр. 35). Мы видели, что (вслед за древними и средневеко- 
выми математиками) Ньютон рассматривал корни как некоторые средние 


пропорциональные. Нэпример, если х = Уд, то он определяется из 


пропорции 1:5 = х:а, если 1 = у ‚ ТО 1:51 = 21:55 =... == Яд 4:9. 
В связи с этим извлечение корня рассматривалось как вид деления. 
Декарт, например, в 1628 г. писал: „Что касается таких делений, в 
которых делитель не дан, а только обозначен некоторым отношением, 
как, например, когда говорят, что нужно извлечь квадратный или ку- 
бический и т. д. корень, то заметим, что в этих случаях делитель и 
все остальные члены нужно представлять как линии, ‘образующие ряд 
непрерывно пронорциональных, из которых первой является единица и 


26 Ньютон. Всеобщая арифметика 


< 
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— 


последней делимая величина“ („Правила для руководства ума“, М.., 
1936, стр. 171). Скаутен в комментариях к латинским изданиям „Гео- 
метрии“ также трактует извлечение корней как вид деления. 

23 (к стр. 38). Правила извлечения корней высших степеней, 
основанные на знании, как выразились бы мы, биномиальных коэффи- 
циентов, известны были уже М. Штифелю (1544). См. М. Сапшфог. 
Цит. соч., т. П, стр. 433, а также стр. 403. 

24 (к стр. 43). Сокращение дробей у Ньютона называется тедисо 
{тасмопат а шштиио0$ йегитоз. 

25 (к стр. 45). Ж. Пелетье (1517—1582) заметил в 1558 г., что 
корень алгебраического уравнения с коэффициентом 1 при старшем 
члене есть делитель свободного члена. Это было известно и Декарту, 
который обосновал на этом правило отыскания целых корней путем 
деления левой части уравнения на разности х — а, где а — делитель 
свободного члена („Геометрия“, стр. 86). Ньютон здесь обобщает задачу, 
разыскивая для многочлена с целыми коэффициентами целые линейные 
делители вида р -+ ат. 

Доказательства своего правила Ныотон, как и в большинстве слу- 
чаев, не приводит. Николай Т Бернулли (1687—1759) в 1708 г. сообщил 
доказательство, опубликованное в 1745 г. Доказательство это распро- 
странялось и на отыскание квадратичных делителей вида р -|- 42 -- г”. 
Приведем его краткое изложение для случая линейных делителей. 

Следует подчеркнуть, что Ньютон не утверждает, будто найденные 


р 
таким образом двучлены х -- — обязательно делят многочлен ](х), но 
4 


то, что линейные делители могут быть только среди этих двучленов. 
Ср. М. Сапфог. Цит. соч., Геграр, 1900, т. ПТ, стр. 397—399. 

Способ Декарта для разыскания линейных множителей еще ранее 
Ньютона был несколько усовершенствован Я. ван-Вессенером в прило- 
жении к латинскому изданию „Геометрии“ Декарта от 1659 г. (см. Сап- 
фог. Цит. соч., 1899, т. 1, стр. 798). Иог. Гудде в одном из приложе- 
ний к латинскому изданию „Геометрии“ Декарта (е гедасйопе аефаа- 
Иопиш) сообщил известный способ разыскания кратных корней урав- 
нения. 

Об отыскании рациональных корней алгебраического уравнения 
см. также: А. К. Сушкевич. Основы высшей алгебры. М., 1952. 

26 (к стр. 48). Обоснованием метода Ньютона для случая квад- 
ратичных и линейных множителей занимались, кроме Николая Г Бер- 
нулли, К. Маклорен (1698—1746) в „А бтеаМзе оЁ а1оеЪга“ 1748 г.ч. И, 
гл. УП) и многие другие ученые. Проблема приводимости алгебраи- 
ческого уравнения, т. е. возможности представления целой рациональной 


‹ 


ПРИМЕЧАНИЯ 403 


функции }(2) с рациональными коэффициентами в форме произведения 
двух аналогичных функций $(5)(2), постепенно ‘становится одной из 
центральных проблем высшей алгебры. Ею занимались Л. Эйлер, 
Э. Варинг (1734—1798), Лагранж (1736—1813), К. Гаусс (уравнение 
деления круга х”—1 = 0), петербургский академик Ф. Т. Шуберт 
(1758—1825), Ф. Эйзенштейн (1823—1852), нашедший в 1850 г. важный 
критерий неприводимости, Л. Кронекер (1823—1891). 

Прием разложения приводимого уравнения с целыми коэффициента- 
ми изложен в цит. курсе А. К. Сушкевича. См. также „ЕйсуорАе 
ег ша ета ймзеВеп  \/1ззепзсваНепт“, Герио, 1898—1904, т. 1 
стр. 238—240. 

27 (к стр. 58). У Ньютова Бе тедасймопе гаа1саЙ!Наж а пло 
беги о08. 

28 (к стр. 59). У Ныюотона Бе тефдасмопе гад1саЙат а@ еап4е 
депоттайопет. 

23 (к стр. 60). Ньютон приводит здесь формулы преобразования 


-—= А У А? — В? А—У 4? — ВБ 


которые вошли затем почти во все учебники алгебры; у Маклорена 
этим и родственным преобразованиям посвящена гл. ХУ, ч. 1. Такие 
преобразования были изучены еще Эвклидом в Х кн. „Начал“ для слу- 
чая соизмеримых в квадрате А и В в связи с классификацией ква- 
дратичных иррациональностей, возникающих в задачах, приводящих- 
ся к так называемым ныне биквадратным уравнениям. 

30 (к стр. 62). Интерес к рассматриваемому здесь Ныютоном 


С 
преобразованию Уд В, где А и В соизмеримы в квадрате, возник в 
связи с известной формулой для корня кубического уравнения. Пред- 


ставлением УД +- УВ в виде а -- УЬ занимались еше М. Штифель 
(1544) и А. Жирар (1629) (см. М. Сапфог. Цит. соч., т. ПТ, стр. 446, 
789, 797). Эта же проблема занимала Декарта и его последователей. 
Фр. Скаутен кратко исследовал вопрос о преобразовании корня 


нечетной степени из А+УВ в одном из приложений к латинско- 
му изданию „Геометрии“. У Скаутена, между прочим, Ньютон заим- 


ствовал первый пример с 55 У 568 („Сеотейча“, 1695, ч. Т, стр. 
391—394). Валлис посвятил преобразованию кубического корня из та- 
кого бинома 47 гл. „Алгебры“, причем сослался на Скаутена. Макло- 
рен в «Алгебре» (ч. Г, гл. 14) обосновывает правило Ньютона; подробное 


26* 
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изложение выкладок Маклорена приведено у М. Сапфог (Цит. соч., 
т. ПГ етр. 590—591). Для случая, когда А или В — мнимые, задачей 
извлечения корня произвольной степени занялся А. де-Муавр (1667—1754), 
открывший (1707 и след. годы) формулу, из которой легко получается 
так называемая ныне формула Муавра, в нынешнем виде приведенная 
впервые Эйлером во „Введении в анализ“ (1748 г. Ср. М. Сапфог. 
Цит. соч., т. ПГ, стр. 646. 

31 (к стр. 64). Декарт в ПТ кн. „Геометрии, определяет уравнения, 
как „суммы, составленные из нескольких членов, которые частью из- 
вестны, а частью не известны и из которых одни равны другим, или 
же, лучше, которые, рассматриваемые все вместе, равны ничему; ибо 
уравнения часто удобнее рассматривать именно последним образом“ 
( „Геометрия“ стр. 75). Систематическая запись уравнения в этой фор- 
ме — дело Декарта; до того уравнения приводились к форме, в которой 
с обеих сторон знака равенства стоят члены © положительными коэф- 
фициентами. 

3? (к стр. 65). Приведенная форма записи составного коэффициента 
уравнения столбиком (обведенным еще фигурной скобкой) употреблялась 
и Декартом; при других буквенных обозначениях ее применял и Виет 
В настоящем переводе далее запись коэффициентов — современная и 
звездочки, отмечающие отсутствующие члены, обычно опущены. 

33 (к стр. 68). Как видно, Ньютон не учитывает здесь и далее 
корень х = 0, а также не говорит ничего о появлении новых корней 
при освобождении от радикалов. 

34 (к стр. 69). Ньютон не оговаривает, что при этой операции 
утрачивается корень у =, хотя и знает это. 

35 (к стр. 70). О точке, как знаке -Е, см. прим. 14. 

36 (к стр. 74). Предлагая для решения систем уравнений способы 
подстановки и сравнения, Ньютон не выделил 0с0бо линейных систем 
и прошел мимо случаев неопределенных и несовместных систем, а 
также мимо общего правила решения линейных систем. Лейбниц в 
письме к Г. Лопиталю (1661—1704) от 28 - [У- 1693 г. и в отдельных 
рукописных заметках сформулировал правило исключения неизвестных, 
из п -- 1 линейного уравнения с п неизвестными, соответствующее обра- 
зованию определителя. Он пользовался при этом своеобразной двойной 
индексацией коэффициентов (вместо нынешнего ало | а1ах -- а1.у = 0 
он писал 10 -- 11 х + 12 у = 0) и особым знаком для выражения, ныне 
называемого определителем. Лейбниц знал и так называемое правило 
Крамера для вычисления неизвестных в случае определенной системы. 
Маклорен в 12 гл. 1 ч. „Алгебры“ привел закон составления числителя и 
знаменателя дробей, выражающих неизвестные в линейных системах 
с 2 и 3 неизвестными, и указал на его распространение для случая 4 


ПРИМЕЧАНИЯ 405 


неизвестных. Г. Крамер (1704—1752) опубликовал свое правило в 1750 г.; 
о рукописях Лейбница он, повидимому, не знал. 

Слово определитель (детерминант — деегитапз) ввел в смысле 
дискриминанта квадратичной формы ВК. Гаусс (1801); О. Коши в 1815 г. 
применил этот термин в нынешнем смысле. Современный знак опреде- 
лителя предложил в 1841 г. А. Кэли (1821—1895), современную двой- 
ную индексацию коэффициентов ввел в 1835 г. К. Якоби (1804—1851). 

См. отрывки из математических работ Лейбница в „Успехах мате- 
матических наук“, 1948, т. ПЦ, в. 1 (23). 

37 (к стр. 75). Метод исключения (ехбегитамо) неизвестных из 
нелинейных систем, предлагаемый Ныотоном, родственен приему, ранее 
предложенному Ферма. Ньютон лишь начинает с исключения высших 
втепеней, между тем как Ферма пользовался исключением свободных 
членов. Сходный прием опубликовал в латинском издании «Геометрии» 
Декарта (1659) Иог. Гудде. См. М. Сапфог. Цит. соч., т. И, стр. 
804—805, и Г. Цейтен. „История математики в ХУ!--ХУП вв.“ 
пер. П. Новикова под ред. М. Я. Выгодского, М.— Л., 1938, стр. 203. 

Проблемой исключения и составлением результантов занимались 
также Лейбниц, Крамер, Эйлер („Введение в анализ“, т. 1, гл. 19, 1748), 
Э. Бэзу (1730—1783) в 1766 и 1779 гг., Лагранж и др.; при этом выяс- 
нилась связь с симметрическими функциями корней. 

Теорему о числе общих решений двух уравнений } (х, у) = 0, 
1» (х, у) = 0 степени т и соответственно п, которой занимались Макло- 
рен и Эйлер, более удовлетворительно доказал Безу. 

Ньютон, обойдя вопрос о результанте для линейных систем, со- 
ставляет далее таблицы результантов для ряда уравнений 2, 3 и 4-й 
степени с одной неизвестной. Термин „результант“ ввел в 1776 г. 
Лаплас. 

38 (к стр. 79). Ньютон называет здесь, в заголовке, иррациональ- 
ности (аапИбаез зигдае, а в токсте вслед за Ферма и Виетом, азут- 
шеймае. Предлагаемый им метод принадлежит Ферма (см. М. Сашфог. 
Цит. соч, т. ИП, стр. 804). 

33 (к стр. 80). Эти советы интересно сопоставить с весьма сход- 
ными указаниями Декарта в разделе Т ч. „Геометрии“, озаглавленном 
„Как следует получать уравнения, служащие для решения задач“ (русск. 
пер., стр. 14—15), и советами Оутреда (@. Очевьтедц. (С1ау1з шабЪе- 
шайсае, 4 изд., Охоплае, 1667, стр. 50). 

“о (к стр. 87). Задачи, подобные У, неоднократно решались ариф- 
метиками и до Ньютона. В виде классической задачи о курьерах она 
вошла затем во множество учебников алгебры, вплоть до А. Киселева, 
как образец исследования положительного, отрицательного, нулевого, 
бесконечного и неопределенного решения уравнения первой степени. 
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Как видно, Ньютон разбирает вопрос далеко не столь общим образом 
и избегает даже отрицательного решения. Ср. прим. 48. 

41 (к стр. 88). В УГ-УП задачах Ньютон алгебраически обосно- 
вывает тройное правило, являвшееся центральным пунктом арифмети- 
ческих руководетв вплоть до ХХ в. В следующих задачах он также 
трактует различные задачи на смеси и сплавы и, в частности, задачу о 
короне Гиерона, решенную Архимедом (287—212) и встречавшуюся во 
множестве руководств ХУГ-ХУП вв. 

1* (к стр. 93). Югер (асегаш) — римская мера площади в 
240ж120 фут?. 
| 43 (к стр. 96). Изучение удара двух тел сыграло большую роль 
в развитии механики ХУП в. Начало исследованию законов удара по- 
ложил Г. Галилей (1564—1642); Декарт в 1644 г. выдвинул во многом 
ошибочную теорию удара. В 1668 г. Лондонское Королевское Общегтво 
поставило задачу разработать строгую теорию удара и в течение года 
получило сообщения Дж. Валлиса, К. Рена (1632—1723) и Х. Гюйгенса 
(1629—1695). Валлис рассмотрел при этом удар неупругих тел (случай 
упругих тел он изучил несколько позднее), а Рен и Гюйгенс сформули- 
ровали основные законы удара упругих тел. Ньютон посвящает удару 
несколько страниц „Поучения“ к его законам движения в „Математи- 
ческих началах натуральной философии“. В ХИ задаче „Всеобщей 
арифметики“ Ньютон алгебраически выводит формулы для скоростей, 
приобретаемых упругими шарами после соударения (в „Началах“ этих 
формул нет). Эти же формулы в других обозначениях приведены в 
12 гл. 3 части „Механики или геометрического трактата о движении“ 
(Месвал1са з1уе ае кобз фтасбабз сеотей1са$) Валлиса (см. его 
„Орега“, т. 1, стр. 1029—1031). 

По истории вопроса см.: Ф. Розенбергер. „История физики“. 
Пер. под ред. И. Семенова, перераб. В. С. Гохманом, М.— Л., 1933, 
ч. 1, стр. 122—123, 180—182; Э. Мах. „Механика“. Пер. Г. А. Котляра 
под ред. Н. А. Гезехуса, СПб., 1909, стр. 271—289, 9. К. 5со6ф. Тие 
табетайса1 \могк о офи \У/ГаИ1з, Гоп4оп, 1938, стр. 91—126. 

См. также: И. Ньютон. „Математические начала натуральной 
философии“. Пер. А. Н. Крылова в „Собрании трудов академика 
А. Н. Крылова“. М.— Л., 1936, т. УП, стр. 51-—54. 

Интересно отметить, что, в противоположность задаче У, где ско- 
рости берутся лишь положительные, в настоящей задаче Ньютон рас- 
сматривает направленные скорости со знаками. 

44 (к стр. 97). Ср. стр. 76—77 и 80—81 настоящего перевода. 

45 (к стр. 102). А. Клеро (1713—1765) в своих „Е]6тепёз 4’а]ееёте“ 
1746 г. подходит к квадратным уравнениям, ставя задачу, сходную с 
настоящей: „Некто поместил капитал а в убыточное предприятие и 
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желал выйти из него в первый же год, но, упустив случай и оказав- 
шись в состоянии это осуществить лишь во втором, или в третьем или 
вообще п-ом году, нашел, что капитал стал на Б меньше, чем в конце 
первого года. Каков процент его потери в год?“ При п = 2 возникает 


х \2 х 
квадратное уравнение а (1 — и) = а |1 — ще) Ь, где х — процент 


{изд. 1760 г., стр. 108). За этим у Клеро следует известная задача о 
двух источниках света, в которой один из корней квадратного урав- 
нения — отрицательный (там же, стр. 119). 

46 (к стр. 108). Здесь и далее Ньютон ссылается на издание „На- 
чал,„ Барроу (Елс11913 е]етепвогиш Пг ХУ Бтеуцег 4етопз гай, орега 
`Т. Вагтоу. Гопани, 1659). В аксиоме 19 этого издания утверждается, 
что целое равно сумме всех своих частей. Предл. 47 кн. 1 содержит так 
называемую теорему Пифагора. В предл. 4 кн. УГ говорится о том, что 
в равноугольных треугольниках стороны, противолежащие равным уг- 
лам, между собою пропорциональны. | 

Интересно отметить, что У. Оутред в 18 гл. „Ключа к математике“ 
советовал апалистам всегда помнить ряд геометрических теорем; список 
рекомендуемых им предложений „Начал“ Эвклида значительно обшир- 
нее, чем у Ньютона. См. 4-е издание „С1ау!з тафретавМсае“, Охотае, 


1667, стр. 67—73. 
47 (к' стр. 109). Вот краткое содержание соответствующих теорем 


„Начал“. 

Т, 5: в равнобедренном треугольнике углы при основании равны. 

ТГ, 13: о сумме смежных углов. 

Г, 15: о равенстве вертикальных углов. 

Т, 29: о свойствах углов, образуемых прямой, пересекающей две 
параллельные прямые. 

Т, 32: о сумме углов треугольника и о равеистве внешнего угла 
сумме внутренних, с ним не смежных. 

УГ, 4: см. прим. (46). 

УТ, 5—7: о различных случаях подобия треугольников. 

УГ, 8: высота, опущенная в прямоугольном треугольнике на гипо 
тенузу, делит его на два треугольника, подобных целому и подобных 
между собою. 

ИТ, 20, 21, 27: о свойствах вписанных и центральных углов в круге. 

ПТ, 22: о сумме противолежащих углов во вписанном в круг 
четырехугольнике. 

ПТ, 34: об угле, вписанном в полуокружность. 

ПТ, 36: о равенстве произведения отрезков секущей и се внешней 
части квадрату касательной, проведенной к окружности из той же точки. 
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ПЬ 37: если из точки вне окружности проведены к ней секущая и 
другая прямая, оканчивающаяся на окружности, и: если произведение 
секущей на ее внешнюю часть равно квадрату названной прямой, то 
последняя касается окружности. 

УТ, 3: речь идет о том, что биссектриса внутреннего угла треу- 
гольника делит противолежащую сторону на отрезки, пропорциональ- 
ные другим сторонам. 

48 (к стр. 109). УГ, 1: площади треугольников или параллелограмов 
с равными высотами относятся, как их основания. 

4 (к стр. 109). См. следующую затем в тексте первую из гео- 
метрических задач. 

5° (к стр. 110). В переводе сохранена терминология Ньютона, 
который не употребляет слов „биссектриса“, „катеты“ и т. п. 

Теорему о квадрате биссектрисы легко доказать, если вокруг тре- 
угольника АВС описать окружность, продолжить биссектрису АД до 
ее пересечения с окружностью, точку пересечения Е соединить с двумя 
другими вершинами и воспользоваться подобием треугольников АВО 
и ЛЕС, а также теоремой о произведении отрезков хорд, проходящих 
через данную точку. 

Далее Ньютон рекомендует пользование так называемой теоремой 
К. Птолемея (100—178), лежавшей в основе исчисления хорд, которое 
заменяло древним тригонометрию. 

Известный комментатор Эвклида Р. Симсон (1687—1768) ввел впо- 
следствии в свои издания „Начал“ (1758 и ряд переизданий) и теорему 
о квадрате биссектрисы и теорему Птолемея. 

51 (к стр. 112). П, 12: о квадрате стороны треугольника, лежа- 
щей против тупого угла. 

ПП, 13: о квадрате стороны треугольника, лежащей против острого 
угла. 

5? (к стр. 114). Здесь Ньютон очень подробно развивает те крат- 
кие советы, которые предлагал для составления уравнений в геометри- 
ческих задачах Декарт ( „Геометрия“, русск. пер., стр. 14). Ср. прим. 39. 

53 (к стр. 120). Любопытно, что Ньютон не упоминает здесь имени 
Декарта, как основателя применяемого им метода! Лишь в конце задачи 
ТХГ он все же ссылается на Декарта. См. стр. 243 настоящего 
перевода. 

54 (к стр. 121). Ньютон ни здесь, ни в других задачах не поль- 
зуется уравнением прямой, как не пользовался им и Декарт (хотя оба 
они, конечно, знали, что линейное уравнение принадлежит прямой). 
И здесь и в других задачах Ньютон определяет положение прямой какой- 
либо ее точкой и углом с прямой, служащей осью, причем фактически 
задает тангене этого угла, хотя и не употребляет тригонометрических 
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символов и терминов. Уравнение прямой имелось в рукописном ме- 
муаре Ферма, составленном до 1634 г. и опубликованном в 1679 г. 
(русск. пер. в „Геометрии“ Декарта, стр. 138—139). В печати оно ветре- 
чается впервые в статьях Дебона и Скаутена в латинских изданиях 
„Геометрии“ Дектара 1649 и соответственно 1659 гг. 

Ньютон не вводит явным образом вторую ось координат (он не 
сделал этого и в „Перечислении кривых третьего порядка“, составленном 
не позднее 1676 г. и опубликованном в 1704 г., хотя на чертежах там 
нарисованы обе оси). См. также прим. 67. 

Уравнение кривой, о которой идет речь в тексте, Ньютон выводит 
несколько далее. Это — так называемая каппа-кривая, придуманная 
учеником Декарта Г. ван-Гутшовеном. 

55 (к стр. 127). Ньютон (как и Декарт) понимает всегда под осно- 
ванием прямоугольного треугольника гипотенузу, а под его сторонами — 
катеты. 

Термин гипотенуза („натянутая под“, т. е. под прямым углом) 
встречается в этом смысле еще у Эвклида. Позднейшие математики ри- 
совали обыкновенно прямоугольный треугольник так, что одна из сто- 
рон, содержащая прямой угол, была горизонтальной и ее называли 
основанием; вторую из этих сторон называли катетом (по-гречески — 
отвес). Обе эти стороны названы были катетами в ХУП в. На чер- 
тежках Ньютона гипотенуза расположена горизонтально, с чем и связа- 
на, вероятно, его терминология. Замечу попутно, что ряд аналогич- 
ных задач на треугольники решил в 19 гл. „Ключа к математике“ 
Оутред (в частности, УГ задача Ньютона совпадает с 10 задачей 
Оутреда). 

56 (к стр. 135). Для обозначения тригонометрических линий в 
ХУГ--ХУП вв. был предложен целый ряд сокращений употребительных 
терминов, а также специальных символов. Историю их см. у Са] огу. 
Цит. соч., т. ЦП, стр. 142—179. Термин „синус“ (впадина, изгиб, пазуха) 
появился в ХП в. как перевод арабского слова, в свою очередь быв- 
шего переводом индусского термина для полухорды. Линию косинуса, 
также примененную впервые индусами, долгое время называли 511$ 
сотретеп И т.е. синусом дополнепия; термин соз1из$ ввели Э. Гунтер 
(1581—1626) и Дж. Ньютон (1622?—1678); Дж. Ньютон ввел также слово 
собапрепз вместо употребительного ранее (апоепз сотр!ешепи. Линии 
тангенса и котангенса начали применять арабские математики (Абуль 
Вафа, 940—998); слово бапоепз (касающийся) предложил Т. Финк 
(1561—1656). 

Ньютон писал тригонометрические соотношения в форме пропорций; 
в значительной мере это было связано с тем, что тригонометрические 
линии тогда еще рассматривались в круге произвольного радиуса А, 
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называвшегося полным синусом, зшиаз $06а$ (аналитической трактовкой 
тригонометрических функций и почти вполне современной символикой 
мы обязаны Эйлеру). В переводе запись следует англ. изд. 1728 г. 

В Х задаче Ньютон получает, в современных обозначениях, что 


чи — 
С 2 


—— 


ат эт СЕА 


Фаны 


1 А 
Так как < СЕЛА =90° — Е (4 — В), то ЯпСЕА == с0$ о _ ‚ таким об- 


разом, Ньютон фактически устанавливает одну из так называемых фор- 
мул К. Мольвейде (1774—1825), опубликованную Мольвейде в 1808 г. 

57 (к стр. 137). В ХГ задаче выводится ряд важных тригономет- 
рических формул. Если несколько изменить обозначения Ньютона, 
положив АВ = с, ВС =а, АС =Ь, и взять А = 1, то во П теореме он 
(впервые) приводит формулу 


. У 515 — а) 8—0) 8 — с) 
зп А = 

с 
где 25 =а + 6 -+с. В теоремах ТУ, У, УГ Ньютон сообщает почти со- 
временный вид известным уже ранее формулам для фупкций половин 
углов, которые мы пишем в форме 


А, /6-96-9 ша 6-96 -о, 
2 И $(8—а) ’ 2 с 


о 
и 


ре 


далее он выводит так называемую формулу Герона (между Г{ в. до 
н.э. и ПТв. н. 9.). Ср. А. т. Втаипт Ш, „Уощезипоеп @Бег Сезсшеще 
4ег Тг1оопотее“, ч. Г, Ге? р24е, 1900 (по именному указателю). 

58 (к стр. 139). Синус-верзус 4 это А (1 — с0$ 4). Линию синус 
верзуса также ввели индусы. Термин этот появился в переводной 
европейской литературе в ХП в. 

59 (к стр. 143). Т, 19: в треугольнике против большего угла ле- 
жит большая сторона. 

У, 9: из А: С=В : С, а также из С: В =С : Аеледует, что А=рВ. 
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5° (к стр. 148). Эта задача весьма сходна с задачей Скаутена в 
“Грактате о получении геометрических доказательств с помощью ал- 
гебраического искусства“ (Тгасбабаз 4е сопошпап41$ аетопзтамот1Ъив 
эеоте1с1$ ес.) приложенном к латинскому изданию „Геометрии“ Де- 
карта (изд. 1695 г., т. П, стр. 398—399). 

81 (к стр. 149). Термин „прямая“ или „данная прямая“ обозна- 
чал у Ньютона отрезок. Говоря 0 „прямой, данной по положению“, 
Ньютон имеет в виду прямую, заданную только положением, т. е. неоп- 
ределенной длины. 

52 (к стр. 154). Задача ХХШ весьма напоминает восходящую к 
Аполлонию и Эвклиду задачу Паппа (конец Ш в.), к решению крторой 
Декарт прежде всего применил свой аналитико-геометрический метод. 
В задаче Панппа требовалось определить геометрическое место точек М, 
обладающих тем свойством, что произведение отрезков 4:1, 4,, прове- 
денных из точки М под заданными углами к двум данным прямым 4, 1», 
находится в данном отношении \ к проведению отрезков 43, 4., прове- 
денных из точки М под заданными углами к другим двум прямым [, и 
Декарт применяет косоугольные координаты, выбирая за оси одну из 
данных линий и одну из не заданных, выводит уравнение и, опираясь 
на теоремы Аполлония, показывает, что искомое место есть коническое 
сечение. Задача ХХШ Ньютона — определенная. Если уравнения че- 
тырех данных прямых записать в виде 


Н =ах Ву Ес: =0 —(1=1,23,3,4), 


то отрезки 4; отличаются от ]; лишь постоянными множителями (Нью- 
тон и получает линейные выражения для 4;). Уравнения задачи будут 


(1х -- ву -[ с1) (ах -- ву -Н с») = т, 
(аз - Ла.) 2 -[ (83 Е ^В у (сз — ^с4) = п. 


Ср. русск. пер. „Геометрии“ Декарта, стр. 18—26, 36—44. 

Задачу Паппа — Декарта Ньютон рассмотрел в „Математических 
началах“, где привел ее чисто геометрическое решение и исследование. 
“Гакое решение,— писал он,— как приведенное выше, т. е. исполняемое 
геометрическим синтезом, а не вычислением, и изыскивалось древними“. 
Как известно, в “Началах, Ньютон стремился все изложение построить 
на геометрических основах и в принципе он предпочитал алгебраической 
трактовке задач их чисто геометрические доказательства. В приведен- 
ной фразе Ньютон в скрытом виде полемизирует с Декартом (см. 
„Математические начала натуральной философии“, рус, пер., стр. 
121—122). Ср. етр. 295 и след. и 325 и след. настоящего перевода. 
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63 (к стр. 157). Задачи на „вставки“ (т. е. на проведение между 
двумя данными линиями отрезка данной длины, который сам ‘или про- 
должение которого проходит через данную точку) занимали видное 
место в античной математике. К „вставкам“ сводились разнообразные 
проблемы, не поддающиеся решению при помощи циркуля и линейки, 
например трисекция угла; возможно, что в течение некоторого времени 
построения посредством вставок считались равноправными с построе- 
ниями посредством циркуля и линейки; вставку легко механически 
производить при помощи линейки, на которой нанесен отрезок данной 
длины. Ветавками пользовались среди других геометров Архимед и 
Аполлоний (265?—170); со вставкой связано определение конхоиды 
Никомеда (ок. 180 до н. э.). См. Г. Цейтен. „История математики в 
древности и в средние века“. Пер. П. С. Юшкевича, М.— Л., 1938, 
стр. 63—65. 

К трисекции угла и решению кубического уравнения в неприво- 
димом случае вставку применил позднее Виет (Г. Цейтен. „История 
математики в ХУ!-—-ХУП вв.“, стр. 130—132). Ветавками занимались и 
многие другие математики той эпохи. Ньютон применяет вставки далее 
при построении уравнений высших степеней. 

Задача ХХТУ Ньютона решается, как видно, при помощи циркуля 
и линейки, и такое решение ее было известно еще в древности, в ча- 
стности Паппу. В новое время ею занимались А. Жирар, Р. Декарт, 
М. Гетальди (1566—1627) и Х. Гюйгенс. Жирар (1629) привел задачу к 
уравнению четвертой степени и между прочим показал, как связан вы- 
бор знаков перед радикалами, входящими в корни уравнения, с поло- 
жением отрезка (Г. Цейтен, ч. Ш, стр. 123). Декарт в „Геометрии“ 
(русек. пер., стр. 93—94) выбирает за неизвестную отрезок, соответ- 
ствующий на чертеже Ньютона отрезку ДЕ, получает полное уравнение 
четвертой степени и показывает, что оно распадается на два уравнения 
второй степени. Попутно Декарт замечает, что если бы за неизвестные 
быпи взяты некоторые другие отрезки (например, СЕ), то соответ- 
ствующие уравнения четвертой степени привести было бы легче. „Я ука- 
зываю на это с целью предупредить вас, что... когда, решая ее 
(задачу.— 4. Ю.) одним путем, приходишь к очень сложному уравне- 
нию, то решая ее другим путем, можно обыкновенно притти к более 
простому уравнению“. Такое более простое решение дал в латинском 
издании „Геометрии“ Скаутен (изд. 1695 г., ч. Т, стр. 315—317). 

Ньютон весьма детально развивает в связи с этим общие соображе- 
ния о наиболее выгодном выборе неизвестной и рекомендует выбирать 
такую величину, равноправной с которой в отношении к другим вели- 
чинам, входящим в задачу, не имеется. В качестве неизвестной он 
поэтому принимает в первом решении СС, а в конце задачи еше АК = у 
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Квадратное относительно у уравнение получается, если провести АС, 
из подобия треугольников АСС и КАС. 


СК-АК = СК? = АС? — АБ?, 


(е-Н уу = *— у?. 


Ср. также ХУ из арифметических задач Ньютона (стр. 99). 

64 (к стр. 166). Формулы Ньютона сразу принимают современный 
вид, если заменить х на с0$ 4 и положить 2т = 1. 

Выражения для хорд п-кратных дуг для нескольких первых 
значений п привел еще Виет, использовавший их для вычисления 
таблиц синусов, а также (при п=3) для тригонометрического решения 
кубического уравнения в так называемом неприводимом случае (см. 
Цейтен, ч. Ц, 129-130). Этой задачей занимались также Оутред и 
Валлис, в 1685 г. исследовавший уравнения деления угла до п =7Т. 

В письме Ньютона к Лейбницу от 13-У1-1676 г. приводится выра- 
жение хорды п-кратной дуги окружности диаметра 4 через хорду х 
однократной дуги 


1 — пп А 9 — пп в 25 — пп С 
зая * вх5аа“” вх7аа "т 
где 4, В, С,... означает всякий раз весь предыдущий член. При 


4=2, х =2пф получается известная формула 1шиф = пзше — 
п (п"—1) . п (п — 1) (п? — 9) 


— 58 


Е. 5 $315х —... Ньютон указывал, 


что „когда п число нечетное, ряд перестает быть бесконечным и обра- 
щается в ряд, который получается при помощи обыкновенной алгебры 
в случае умножения данного угла на это число п“. В письме к Лейб- 
ницу от 24-Х-1676 г. Ньютон „для построения таблицы синусов, от ко- 
торой зависят все тригонометрические вопросы“, дает правило после- 
довательного вычисления синусов и косинусов кратных углов (общие 
формулы он не выписывает); при этом используется почти тот же чертеж, 
что и в настоящей ХХГХ задаче. См. И. Ньютон. „Математические 
работы“. Пер. Д. Д. Мордухай-Болтовского, М.— Л., 1937, стр. 224, 
249—250. | 

Разложения зш пф и с03 иф вывел также Я. Берпулли (1654—1705) 
в 1702 г., а {№ лф — Я. Германн (1678—1733) в 1706 г. В дальнейшем 
разложения пля с03 их и зп пх сыграли большую роль в теории комп- 
лексных величин и теории рядов (А. Муавр, Л. Эйлер). 
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65 (к стр. 168). Эта интересная аналитико-геометрическая задача 
на определение наклона прямой линии представляет собой упрощенный 
вариант гораздо более трудной и весьма важной задачи астрономии, 
решаемой Ньютоном в „Матемятических началах“. „Определить по за- 
данным трем наблюдениям орбиту кометы, движущейся по параболе“ 
(см. „Математические начала натуральной философии“, стр. 610—611, 
616—621). Стоит отметить, что с теорией кометных движений связаны 
были у Ньютона решение задачи о проведении параболической кривой 
у = %--а1х+...а—2”1 через п зэданных на плоскости точек 
(там же, стр. 608—640), которую он предлагал использовать для при- 
ближенного вычисления площадей, а также его известные интерполя- 
ционные формулы (см. „Математические работы“, стр. 210—217). 

Задача об определении расстояния кометы от Земли была постав- 
лена перед Валлисом в 1661 или 1662 г. К. Реном. Валлис сообщил 
свое решение в „Алгебре“, сведя вопрос к геометрической задаче об оп- 
ределении прямой, которую четыре дапные прямые делят на части в 
определенных отношениях („Орега“, т. П, Охощае, 1693, гл. 105). См. 
далее прим. 87 к задаче Г.УТ. 

66 (к стр. 169). Ряд аналогичных задач Ньютон решил в „Лекциях 
по оптике“, читанных в 1669—1671 гг., но изданных посмертно (пере- 
вод, комментарий и редакция академика С. И. Вавилова, изд. АН СССР, 
1946; см. раздел 4). 

67 (к стр. 171). Теория конических сечений получила детальное 
развитие в “Конических сечениях“ Аполлония. В 13 предл. 1 кн. этого 
труда Аполлоний показал, что замкнутое сечение косоугольного конуса 
плоскостью обладает следующим свойством: квадрат полухорды, парал- 
лельной прямой, по которой пересекаются плоскость основания с секу- 
щей плоскостью, равен прямоугольнику, построенному на „прямой сто- 
роне“ и отрезке диаметра между вершиной сечения и этой полухордой, 
уменьшенному на прямоугольник, одна из сторон которого есть тот же 
отрезок диаметра, а другая относится к первой, как прямая сторона 
к диаметру (прямая сторона, по-латыни ]абаз$ гесбаш, численно равна 
нашему удвоенному параметру). Это сечение называется эллипсом. 
Приведенное свойство лежит в основе дальнейших иселедований, отно- 
сящихся к эллипсу; в частности, оно распространяется на любые диа- 
метры и сопряженные с ними хорды. Если за начало координат взять 
левую вершину диаметра, принятого за ось Ох, направление (сопря- 
женных) хорд взять за направление ординат, обозначить прямую сто- 


рону Ги длину диаметра 4, то мы сейчас же находим уравнение эллипса, 
отнесенного к вершине 


2 — ш— — 42. 
К х < 
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В предл. 11 и 12 Аполлоний вывел аналогичные свойства других се- 
чений, параболического и гиперболического, которые мы выражаем со- 
ответственно уравнениями 


| 
= Ши = - =. 


(Ср. Г. Вилэйтнер „Хрестоматия по истории математики“, М.— Л., 
1986. Пер. П. С. Юшкевича и А. ЦП. Юшкевича, отр. 124—130; Г. Цей- 
тен, ч. Т, стр. 135—139). 

Ферма и Декарт, закладывая основания аналитической геометрии 
(термин этот — позднейшего происхождения), отправлялись от “Кониче- 
ских сечений“ Аполлония. Уравнения второй степени, получаемые Ферма, 
представляют собой перевод при помощи символики Виета некоторых 
свойств, „симптомов“ конических сечений; декартов анализ уравнения 
геометрического места точек, удовлетворяющих условию задачи Паппа 
в случае четырех прямых, также приводится в конце концов к анало- 
гичному переводу („Геометрия“, русск. изд., стр. 37—44, 139—146). 
Последующие авторы прежде всего распространили метод Декарта на 
рассмотрение отдельных форм уравнений, не изученных з его „Геомет- 
рми“, и на решение некоторых задач. Важный шаг вперед сделал Дж. 
Валлис в „Ггасбабаз 4е зесИот1аз ©01161$, поуа те о4о ехроз1з“, 1655. 
Во второй части этого сочинения Валлис ставит своей целью аналитиче- 
ский вывод разнообразных свойств конических сечений, как более общий 
и ясный, но не менее научный. Для этого он заново определяет параболу, 
эллипс и гиперболу, уже не стереометрически, а как кривые на пло- 
скости, „в соответствии с их абсолютной природой“ и независимо от 
их происхождения — из пересечения конуса или как-либо иначе. „Па- 
раболой, — писал он,— я называю кривую, квадраты ординат (ог4лта- 
Иш-аррИсабагат) которой пропорциональны отрезкам диаметра (пцег- 
серИз$ — Ч1латей1з)“. Эллипс он определяет как кривую, квадраты ординат 
которой пропорциональны произведениям отрезков, отсекаемых ордина- 
тами на диаметре (свойство это было известно Аполлонию и как раз 
его использовал Ферма); затем он относит эллиие к вершине. В резуль - 
тате, обозначая ординаты трех кривых р, е, №, а абсциссу одинаково а, 
Валлис получает уравнения 


| | 
р? = 4, е? = @ — = @, 12 — [4 -|- - Ф. 


Показав, что определенные таким образом линии совпадают с сечениями 
конуса, Валлис затем исследует некоторые свойства кривых, не прибе- 
гая более к теории конических сечений Аполлония. Кроме того, он 
рассматривает кривые с уравнениями типа уй = ах при четном и 
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нечетном п и первый вводит в употребление отрицательные абсциссы 
(а не только отрицательные ординаты, как это сделал уже Декарт). 
Достаточно полное.м не зависящее от „Конических сечений“ Аполлония 
аналитическое построение теории кривых второго порядка дал во вто- 
ром томе „Введения в анализ“ (Пугодасйо т апаГузш шИпйогашт, 1748) 
Эйлер (см. \№М а1118. Орета, т. ТГ, стр. 296, 319; Н. \Уте1етёпег. Се- 
351 4е дег Матетайк, ч. ИП, Гери, 1921, гл. 1, 82—53). 

В ХХХИ задаче Ньютон © большой простотой показывает, что се- 
чения конуса характеризуются все теми же уравнениями относительно 
вершины. Утверждая, что эти уравнения принадлежат эллинеу, гипер- 
боле и параболе, он, повидимому, принимает валлисовы определения 
названных линий. 

Относительно терминологии Ньютона в аналитической геометрии нуж- 
но заметить следующее. Аполлоний, говоря об отрезках диаметра кони- 
ческого сечения между вершиной и сопряженной хордой, именовал их 
„отсекаемыми на диаметре по порядку проведенными“ прямыми. В ла- 
тинском издании 1566 г. аполлониевых „Конических сечений" Ф. Ком- 
мандино (1509—1575) эти обороты речи переведены были огдтай ар- 
рИсафае, т. е. „по порядку приложенные“, и фаае аЪ 1р$15 ех а1атехго 
а уегМсет’ аБзотаищиаг. Декарт писал в „Геометрии“ зеотаепз 
де Чат ге и аррИаабе раг огаге, в письмах иногда он употреблял 
и слово огдопибе. Позднее ординату называли то огдопп ее, то аррЦаиве, 
и лишь в ХУПП в. прочно укоренилея первый термин. Слово аЪзс1зза 
в смысле отрезка употреблял Б. Кавальери (1594? —1647), в современ- 
ном смысле — Г. Лейбниц в письмах к Ольденбургу от 26/Х и 1/Х1 
1675 г. Лейбниц систематически применял термины „абецисса“ и „ор- 
дината“ и ввел в 1692 г. слово соог4тафае, подчеркнув тем самым рав- 
ноправие абсцисс и ординат. Ньютон чаще писал огатайт аррИсава; 
во „Всеобщей арифметике“ употребляются оба слова — „ордината“ и 
„абецисса“,— но наряду с этим абсцисса называется и „неопределен- 
ной линией“, к которой приложена или приставлена ордината, и „отсе- 
каемой частью оси“. 

Начало координат долгое время называли ргтерши либо плат 
афс$1<загии; слово ог1оше в 1679 г. употребил Ф. Лагир (1640—1718); 
слово „ось“ — в 1670 г. И. Барроу (1630—1677). 

68 (к стр. 172). Поверхность, о которой идет речь в ХХХ за- 
даче, ость однополостный гиперболоид вращения. Древним из поверх- 
ностей второго порядка были известны, не считая конуса и цилиндра, 
„сфероиды“ и „конойиды“—эллипсоиды, параболоиды и двухполостные 
гиперболоиды вращений, рассматриваемые, правда, не как поверхности, 
но как тела. Ферма установил наличие общих поверхностей последних ' 
типов, которые оп называл «косыми», зса!епоз, а также гиперболических 
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и параболических цилиндров. Валлис, в 1670 г. ввел однополостный гипер- 
болоид вращения, „гиперболический цилиндроид“, и исследовал неко- 
торые его сечения. 

Общие идеи аналитического исследования пространственных фигур 
намечены были Декартом и Ферма весьма бегло. Первое уравнение по- 
верхности — параболоида вращения — вывел в 1679 г. Ф. Лагир. 
А. Паран (1666—1746) вывел в 1700 г. уравнение сферической поверх- 
ности. Подлинные основания аналитической геометрии в пространстве 
заложены были А. Клеро в 1731 г., а общее, хотя и не полное иссле- 
довзние поверхностей х-го порядка провел впервые Эйлер в 1748 г. 

Плоскость 1КГО Ньютон предполагает перпендикулярной к пло- 
скости ‘сечения ОНИ. 

69 (к стр. 174). Циссоида — кривая, примененная Диоклом (ок. 
180 до н. э.) к задаче об удвоении куба, определяется следующим об- 
разом. В круге проведены два взаимно перпендикулярных диаметра 
АВ и СР и в конце О второго из них касательная ОР. От точки А 
откладываются на окружности произвольные, но равные дуги АС и ЛЕ, 
проводится @Н параллельно АВ и прямая СЕ; место точек М пересе- 
чения СН и СЕ есть циссоида. Точки циссоиды получаются и при от- 
кладывании на СЁ в направлении к С отрезков ИМ == СЕ, вместе с тем 
СМ = ЕЁ (при нанесении отрезков РМ’ = СЕ в обратную сторону 
получается кривая, называемая „сопровождающей циссоиды“). 

Древние рассматривали лишь часть кривой внутри круга. В ХУПв. 
замечена была бесконечность ветвей; оо этом, например, говорит Ро- 
берваль (1602—1675) в письме к Ферма в 1640 в. Циссоида явилась 
одной из кривых, к которым прежде всего приложены были новые ме- 
тоды исчисления бесконечно малых. цасательную к ней построили Ро- 
берваль и Ферма; Гюйгенс и Ферма определили площадь между кривой 
и асимптотой; Ньютон в „Методе флюксий“ (1671 г., опубл. 1736 г.) 
произвел ее спрямление. Уравнение циссоиды в декартовых координа- 


тах было опубликовано в „Анализе бесконечно малых“ Лопиталя (1697) 
хз 

в виде у? = . 
2а—х 

В ХХХ[У задаче Ньютон дает способ „органического“ описания 
циссоиды путем непрерывного движения точки некоторого прибора 
(ср. прим. 89). В „Перечислении кривых третьего порядка“ Ньютона 
циссоида входит в группу семи ›„дефективных гипербол, имеющих 
диаметр“ и вид ее имеет № 42 („Математические работы“, стр. 202). 
Далее, в конце настоящего сочинения (стр. 323) Ньютон применяет циссои- 
ду к построению двух средних пропорциональных (к которому сводится 
задача об удвоении куба). Циссоида встречается также в „Лекциях по 
оптике“ Ньютона в связи с изучением преломления лучей плоскостями 


27 Ньютон. Всеобщая арифметика 
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(см. „Лекции по оптике“. Пер. академика С. И. Вавилова, изд. 
АН СССР, 1946, стр. 87). 

10 (к стр. 176). Это предложение было известно по крайней мере 
Проклу (У в.). Ф. ван-Скаутен в 1656—1657 гг. доказал более общую 
аналогичную теорему о кривой, которую описывает точка, жестко 
связанная с отрезком, концы которого движутся по двум прямым. 
В следующей, ХХХУТ, задаче Ньютон тоже дает некоторое обобщение 
того же предложения. Как известно, задача ХХХУ вошла в поздней- 
шие задачники по аналитической геометрии. 

71 (к стр. 179). Постоянство отношения расстояний точки кониче- 
ского сечения от фокуса и директрисы, о котором идет речь в ХХХУП 
задаче, известно было Паппу. В дошедших до нас сочинениях Аполло- 
ния это свойство не упоминается. 

7% (к стр. 179). Для обозначения различных производных пропор- 
ций переводчики эвклидовых „Начал“ на латинский язык употребляли 
следующие термины. Если 


а: = с: а, 

то составление пропорций 

асе =: 4 называлось реглийап4о, аЙегпат4 о 

р: а =4:с » пуег{еп4о 
(а: 6 = (се + а):4 
(а-- с): е = (+ а):а ” сотропеп4о 
а —Ь):6 = (с —4):4 —_ 
(а — с): с = (6 —@а):4 р ” Ч1У1Чеп4о 
а: (а-=6) =е: (ве а) Г 
а: (ас) =: (6-4) ь ” сопуег4епао 
(а 5): (а— 6) = (с Ра:(-—@а) — 
(4-Е с): (а—е) = (6 - а): (6 —а) » паха 


В настоящем переводе сохранены латинские термины, для которых не 
имело смысла придумывать особые русские словообразования. 

73 (к стр. 180). Уравнения типа ху -|- ах -- 6у = с рассмотрел еще 
Ферма в своем рукописном мемуаре по аналитической геометрии, а 
затем Дебон в 1639 г. (комментарии к латинскому изданию „Геомет- 
рии“ Декарта 1649 г.; сам Декарт прошел мимо этого случая; сер. русек. 
пер. „Геометрии“, стр. 218—219). 

Термин „неопределенные“ (1паефегта1пафае), вместо позднейшего 
„переменные“, применял и Денарт. 
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74 (к стр. 180). Задачу об окружности Аполлония аналитико-гео- 
метрически решил Дебон в лат. изд. „Геометрии“ Декарта 1649 г. (изд. 
1695 г., стр. 123—126). 

5 (к стр. 182). Эта задача была рассмотрена также в „Лекциях 
по оптике“ Ньютона. Решение там основано на вставке в прямой угол 
некоторого отрезка, проходящего через данную точку (ср. прим. 63 к 
задаче ХХГУ), причем указывается, что Барроу решил эту задачу на 
вставку с помощью пересечения гиперболы икруга (см. И. Ньютон. 
„Лекции по оптике“. Пер. академика С. И. Вавилова, стр. 76—77). 

76 (к стр. 188). Там, где мы говорим о „ветвях“ гиперболы, Нью- 
тон, следуя Аполлонию, говорит о „противолежащих гиперболах“, хотя 
обе ветви рассматриваются как принадлежащие одной линии. 

77 (к стр. 190). Ньютон, очевидно, имеет в виду, что в условиях 
задачи ХГУ можно считать известной и точку В, симметричную с 
точкой А относительно биссектрисы РС угла ЕРС и на его чертеже 
обозначенную буквой Г. 

78 (к стр. 193). Термином „неявный корень“ переведено гад1х а!- 
{есфа, англ. аНефе4 гооф. В других работах Ньютон говорит и аедиа{10 
аНесба. Думаю, что такой перевод, предложенный еще Д. Д. Мордухай- 
Болтовским (см. И. Ньютон. „Математические работы“, стр. 274), более 
удачно передает смысл понятия, чем дословный (а#ес4а$ — наделенный, 
находящийся в некотором состоянии). Точнее говоря, аедаайо аНесфа 
есть уравнение, содержащее несколько степеней неизвестной; уравнение, 
вроде 2” = а, к этой категории не. относится. Академик В. Я. Буня- 
ковский в своем известном „Лексиконе чистой и прикладной матема- 
тики“ (СПб., 1839, т. Г, стр. 12) переводил этот термин через „много- 
членное уравнение“. Ср. \\Ма1118. Орега, т. 1, стр. 128. 

79 (к стр. 193). Ч. т. с. — что требовалось сделать (дао ега% 
{ас1епдата). В „Началах“ Эвклида доказательство теоремы заканчива- 
лось словами „что требовалось доказать“ (лат. — дио@ егаё детопзгап- 
дит), решение задачи — словами: что требовалось сделать. 

8% (к стр. 4196). Эта задача восходит к Аполлонию. Ом. 
М. Сапфог. Цит. соч., т. Г, стр. 345. 

81 (к стр. 499). Задача Аполлония о соприкасающихся кругах не- 
однократно привлекала внимание математиков ХУП — ХУПТ вв. Ею. 
занимались, в частности, Ф. Виет, И. Г. Ламберт (4728 — 1777), 
Л. Эйлер, академик Н. И. Фусс (1755 — 1826). Декарт дал аналитиче- 
ское решение этой задачи для случая внешнего касания в письмах 
к принцессе Елизавете 4643 г. (См. его „Оепугез“, т. 1У, Рагз, 1901, 
стр. 37—42, 45—50). Ферма обобщил эту задачу на случай четырех 
шаров. Ряд родственных задач был поставлен и решен также Г. Кра- 
мером, Д. Ф. Кастильоном (1708—1794), Лагранжем, Д. Ф. Мальфатти. 


21* 
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(1731—1807), а также ЖЖ. Жергонном (1771—1859) и многими математи- 
ками ХХв. См. Сапфог. Цит. соч. , т. ТУ, стр. 378—380, Н. У 1е1е1- 
$ пег. СезсЬсШе дег Ма Мета Е, ВегИо и. Гери, 1923, ч. П, стр. 
142—143. Ср. также 3 следствие из ХУГ леммы кн. Г „Математических 
начал“ Ньютона и примечание к ней А. Н. Крылова (стр. 142—143). 
См. также Р. Курант и Г. Роббинс. „Что такое математика“. Гос- 
техиздат, 1947, стр. 184 и 229. 

82 (к стр. 204). Эта знаменитая задача получила широкое распро- 
странение в руководствах по алгебре, особенно благодаря „Универсаль- 
ной арифметике“ Л. Эйлера (СПб., 1768—1769). 

83 (к стр. 207). Построение уравнения означает построение отрез- 
ков, равных его корням, при помощи пересечения кривых. Ньютон 
посвятил построению уравнений последний раздел „Всеобщей ариф- 
метики“. 

84 (к стр. 249). Неопределенным образом — 114е пе. Ср. прим. 73. 

85 (к стр. 220). Ср. прим. 7. 

86 (к стр. 226). В некоторых изданиях „Всеобщей арифметики“ в 
условии задачи ГУ расстояние АВ = 30 ф., а в решении АВ = 33 ф. 
Задача эта была рассмотрена в одном сочинении Я. Вессенера (1640). 
Подробный разбор ее привел Ф. Скаутен (лат. изд. „Геометрии“ Декар- 
та, 1695, т. Г, стр. 369 и сл.). 

87 (к стр. 227). Синтетическое построение этой задачи Ньютон дал в 
„Мэатематических началах“ (русск. пер., стр. 147—149). При этом он 
указал, что другие решения этой же задачи нашли Рен и Валлис. Ср. 
выше прим. 65. 


2 
88 (к стр. 230). Разумеется, при сравнении величин 4 ПР Нью- 


& ЛР 
тон имеет в виду` абсолютное значение р 
8 (к стр. 230). Задача ГУП и следующие были синтетически ре- 
шены Ньютоном в [У и У отделах Г кн. „Математических начал“. 
Вопрос об определении конических сечений по пяти условиям, вклю- 
чавшим прохождения через данные точки и касания с данными пря- 
мыми, интересовал еще Б. Паскаля (1623—1662). Насколько далеко 
продвинулся он в этом направлении, мы не знаем, но, как известно, 
при помощи теоремы Паскаля о вписанном в коническое сечение шести- 
угольнике подобные построения получаются довольно просто (Ср.В. Раз- 
©а1. Оецутез сотр1ез. Раг1з, 1858, т. Ш, стр. 854—357, 639). Ньютон, 
по его собственным словам. подошел к этим задачам, исследуя вопрос 
об определении по трем наблюдениям орбиты кометы, движущейся по 
параболе („Математические начала“, стр. 616), но затем нашел другое, 
несколько более простое решение этой астрономической проблемы. 
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По содержанию задача ЦУП совпадает с ХХЕ леммой Т кн. 
„Математических начал“ (стр. 124—126), вновь высказанной Ньютоном 
в отделе об органическом описании кривых „Перечисления кривых 
третьего порядка“ (опубл. в 1704 г.). Доказательства всех теорем об 
описании конических сечений по пяти элементам в „Математических 
началах“ носили чисто геометрический характер; по существу в них 
кривая второго порядка рассматривалась как место точек пересечения 
соответственных лучей двух проективных пучков (Я. Штейнер, 1832), 
и, несомненно, что Ньютон отчетливо представлял себе проективные 
зависимости фигур. 

В „Перечислении кривых третьего порядка“ Ньютон распространил 
этот прием органического описания линий на (уникурсальные) кривые 
высшего порядка. Он именно сообщил без доказательства, что если 
точка пересечения Р двух сторон АР, ВР вращающихся вокруг по- 
люсов А и В углов РАД и РВШ движется по коническому сечению, 
проходящему через полюс 4, то точка пересечения Д двух других 
сторон АР, ВР описывзет, вообще говоря, кривую третьего порядка, 
проходящую через полюс В ив А имеющую двойную точку; если же 
коническое сечение, пробегаемое точкой Р, расположено произвольно, 
то точка Ш, вообще говоря, описывает кривую четвертого порядка 
(„Математические работы“, стр. 207). 

Дальнейшее развитие эти идеи Ньютона получили прежде всего 
у К. Маклорена, особенно в его „Сеоте{а отхат1са, з1уе Чезегр о 
Ппеагит чп1уегзаИз“ (1720). Маклорен доказал также приведенные 
предложения Ньютона, высказанные им в „Перечислении кривых треть- 
его порядка“ без доказательства. Подробнее М. Сапфог. Цит. соч., 
т. ПТ, стр. 435 и сл., 787 и сл.; М. Шаль. „История геометрии“. М., 
1883, стр. 181—186. 

Аналитический разбор ЦУП задачи произвел независимо от Ньюто- 
на Г. Лопиталь в „ГгаЦ6 апШуИаие 4ез зе отз соп1Чиез“ (1707). 

Термин „органическое опибание“ (т. е. описание непрерывным дви- 
жением) встречался еще до Ньютона, например у Ф. Скаутена, одно 
из сочинений которого называлось „Отоат1са соп1сагит зесЯопат 1 
р1апо ЧезсгрИо“ (1650). 

90 (к стр. 232). Термином „прямая сторона“ переведено латинское 
]а$и$ гесбишт, в свою очередь бывшее переводом соответствующего гре- 
ческого термина Аполлония. Га{фаз гесбат — это наш удвоенный па- 
раметр. Самое слово „параметр“ ввел в учение о конических сечениях 
в 1631 г. Кл. Мидорж (1585—1647), его параметр был равен удвоенному 
нашему. Ср. прим. 67 и 94. 

91 (к стр. 233). В оригинале произведения АН Ж НС ит. п. 
обозначены АНС (прямоугольники на АН и НС!). 
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32 (к стр. 233). Предложения о произведениях отрезков парал- 
лельных секущих и хорд конических сечений, на которые здесь опи- 
рается Ньютон, известны были из „Конических сечений“ Аполлония. 
Ср. И. Ньютон. „Математические начала“, кн. [, леммы ХУП—ХУП 
(стр. 1146—4119). 

33 (к стр. 234). Стоящие в оригинале здесь и в других местах 


записи, вроде В.Г, ГМ 4, заменены в переводе современными ВТА, ЕМ?. 

34 (к стр. 234). Термином „поперечная сторона“ переведено латин- 
ское 1а[из фгапзуегзат, означающее диаметр конического сечения. Тер- 
мин этот восходит к Аполлонию. 

35 (к стр. 234). Геометрическое построение точек конического се- 
чения, проходящего через пять различных точек, приводится в предл. 
ХХИ кн. Г „Математических начал“ (стр. 126—128). Ньютон сообщает 
там два способа решения задачи. Один опирается на „органическое 
описание“ конического сечения (лемма ХХГ), другой — на теоремы о 
произведениях отрезков секущих и хорд и о свойствах вписанного в ко- 
ническое сечение четырехугольника (к числу которых относится и лем- 
ма Х[Х о задаче Аполлония — Паппа, ср. прим. 62). Ср. также „Пе- 
речисление кривых третьего порядка“ („Математические работы“, 
стр. 207). 

Аналитико-геометрический разбор задачи 1]Х Ньютон приводит 
несколько далее. 

% (к стр. 235). Два способа геометрического решения этой зада- 
чи изложены в „Математических началах“ (кн. Г, предл. ХХИТ, 
стр. 128—130). Аналитико-геометрический разбор ее Ньютон дает не- 
сколько далее. 

37 (к стр. 236). Эта задача решается в предл. ХХПУ кн. Т „Мате- 
матических начал“ (стр. 130—131). 

33 (к стр. 239). Разбирая задачу Аполлония — Паппа о геометри- 
ческом месте к четырем прямым (5р. прим. 62), Декарт получает в ко- 
соугольных координатах уравнение 

2 
из = Эти — 2% ви ин — ола 
5 е3° — с83 


Затем он приводит его к виду 


и довольно подробно исследует, учитывая знаки постоянных величин. 
Опираясь на теоремы Аполлония, Декарт показывает, что рассматри- 
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ваемое уравнение принадлежит тому или иному виду конических сече- 
ний. Носледователи Декарта несколько дополнили его анализ (см. „Гео- 
метрию“ Декарта, стр. 37—44). В дальнейшем развитии исследовзэ- 
ние кривых второго порядка принимает все более аналитический ха- 
рактер и освобождается от употребления предложений Аполлония. 
Однако современную форму исследование общего уравнения кривой 
второго порядка (с использованием дискриминанта старших членов 
и т. п.) приобрело лишь в работах начала и середины ХХ в. у 
Ж. Б. Био (1774—1862), Ж.Г. Гарнье (1766—1840), Ю. Нлюкера (1804— 
-1868) и др. 

39 (к стр. 240). Говоря о „последнем отношении ГК к АК“, Нью- 
тон имеет в виду предел отношения СК к АК и указывает здесь, что 
предел отношения приращения ординаты к приращению абециссы ра- 
вен отношению ординаты к подкасательной (и в косоугольной системе 
координат). Далее фактически вычисляется значение производной в 
начале координат. 

100 (к стр. 240). Вычисления Ньютона представляют немалый ин- 
терес для характеристики его отношения к принципам математическо- 
го анализа. В ранних работах 1665—1671 гг., в которых Ньютон за- 
кладывал основания нового исчисления флюксий и флюент, он обращал- 
ся с бесконечно малыми так же, как многие другие математики этой 
эпохи и как это несколько позднее делали Лейбниц и его ученики. 
Бесконечно малые слагаемые просто отбрасывались в суммах, содер- 
жавших слагаемые конечные; высшими бесконечно малыми слагаемыми 
пренебрегали в сравнении с низшими. Впоследствии, особенно в Г от- 
деле [ кн. „Математических пачал“ и во введении к „Трактату о квад- 
ратуре кривых“ (опубл. в 1704 г.), Ньютон стремился построить анализ 
при помощи метода первых или последних отношений и сумм зарождаю- 
щихся или исчезающих величин, т. е. метода пределов (та[а1 4етоп${- 
гаопез тегата зеачепИиш аа аИлтаз фаапИ{абат еуапезсепйит зат- 
п1аз еф гайопез, рг!аздие пазсеп а, 14 езф аа ИшИМез зауитагата е& 
гаЙопиш 4едасеге). 

Непосредственное применение неделимых Кавальери, прямое от- 
брасывание бесконечно малых Ньютон теперь объявляет нестрогими. 
Величины рассматриваются как текущие, флюенты; основной задачей 
анализа становится изучение взаимных связей между флюентами.и флюк- 
сиями — скоростями их изменения (причем аргументом служит некая 
универсальная переменная, подобная абстрактному времени). Прирэз- 
щения флюент, необходимые для вычисления флюксий (т. е. наших про- 
изводных), принимаются не за конечные частицы и не за актуально 
бесконечно малые, но за едва зарождающиеся начала конечных величин 
(рг1пс1р1а )дат-]ата пазсепйа ПпИагаш шазо {а 1пиаит); Ньютон называл 
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их „моментами“. Ньютону не удалось до конца преодолеть логйче- 
ские затруднения, связанные с вопросом о последнем отношении исче- 
зающих величин в самое мгновение их исчезновения. Он, очевидпо, 
представлял себе, вообще говоря, переменную как непрерывную вели- 
чину, монотонно стремящуюся к своему пределу и достигающую эгого 
предела. Весьма характерно для Ньютона было обращение к механи- 
ческим аналогиям в важнейших пунктах рассуждений: последнее отно- 
шение исчезающих величин также должно существовать, как сущест- 
вует последняя скорость (уе]ос {аз ата) ‘движущегося тела в мгно- 
вение его остановки.‘ Понятие скорости (как и предела) при этом не 
определялось (см. об этом в моих статьях к книге Л. Карно „Размыш- 
ления о метафизике исчисления бесконечно малых“ и в „Грудах Ин- 
ститута истории естествознания“, 1947, т. 1, стр. 440—443). Вместе с 
тем Ньютон никогда на практике не отказывался от традиционной формы 
пользования бесконечно малыми, даже в период подготовки „Математи- 
ческих начал“ и „Трактата о квадратуре кривых“ (хотя в „Грактате“ 
Ньютон говорил лишь о весьма малой — адтоФат рагуа — величине). 
Идея о пределе фактически еще привлекалась если не исключительно, 
то главным образом для уяснения и оформления принципов анализа, 
а не для его действительного развития; необходимые предельные перехо- 
ды производились чаще всего при помощи простого откидывания бес- 
конечно малых. Из данного места „Всеобщей арифметики“ видно, 
что перед своими слушателями Ньютон, наряду © „последними отноше- 
ниями“, прагматически употреблял и отбрасывание бесконечно малых, 
которые, кстати, трактовал даже просто как нули (эту концепцию раз- 
вил позже Эйлер). 

101 (к стр. 241). Утверждение, что Ит = — 1, вытекает также 
из и? следствий УП леммы 1 отдела „Математических начал“ (стр.. 
60—61),’в которой говорится о том, что предел отношения дуги, хорды и 
соответствующего отрезка касательной равен единице. Если воспользо- 
ваться чертежом настоящего перевода, то Ньютон доказывает там, что 
предел отношения КГ, отрезка хорды, параллельной касательной АТ и 
пересекаемой. какой-либо прямой АК, к дуге АГ равен единице 
и что два таких отрезка АГ, иК’Л, соответствующих различным пря- 
мым АК, АК’, имеют предельное отношение, равное 1. 

102 (к ‘стр. 241). В самом деле, в А АГК (черт. 83) угол при А 
стремится к углу < ТАК, а угол при Г стремится к нулю. 

193 (к стр. 244). Ср. задачу ХХХ, в которой было выве, ‘но это 
уравнение. 

14 (к стр. 246). Эта оригинальная мотивировка множественности 
корней уравнения была весьма характерна для Ньютона, неизменно’ 
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искавшего реальные прообразы математических соотношений и свойств. 
Ср. далее прим. 107. 

105 (к стр. 246). Теорема о числе корней алгебраического урав- 
нения была впервые высказана в „пуепИоп попуеШе еп Га1еефте“ 
А. Жирара (1629). Декарт в „Геометрии“ указывает, что „всякое урав- 
нение может` иметь столько же различных корней или же значений не- 
известной, сколько последняя имеет измерений“; присоединяя, кроме 
действительных корней, еще мнимые, он говорит: „всегда можно во- 
образить себе у каждого уравнения столько корней, сколько я сказал, 
но иногда не существует ни одной величины, которая соответствует 
этим воображаемым корням“ („Геометрия“, стр. 76, 85). Ньютон в дан- 
ном месте имеет в виду действительные корни. К формулировке Декарта 
он добавляет, что число корней алгебраического уравнения не превос- 
ходит его степени. 

Вопрос о существовании корня у всякого алгебраического уравне- 
ния привлекал внимание многих математиков ХУПТ в. Сперва его уда- 
лось решить, не считая уравнений низших степеней, для ряда част- 
ных уравнений: двучленных, уравнений нечетной степени. Строгое 
доказательство основной теоремы алгебры не удалось ни Эйлеру, ни 
Даламберу, ни Лагранжу; такое доказательство опубликовал впервые 
К. Гаусс (1799). См. также следующее примечание. 

16 (к стр. 247). Составление уравнения по его корням путем 
перемножения линейных двучленов открыл Т. Герриот („АгИз апа1уй- 
сае ргах!5“, 1631); этот же прием употреблял и Декарт в „Геометрии“, 
повидимому независимо от Герриота („Геометрия“, стр. 227). Несом- 
ненно, что такой способ образования уравнений внушал математикам 
ХУП — ХУПТГ вв. особенную уверенность в том, что число корней ал- 
- гебраического уравнения равно его степени. 

107 (к стр. 247). Ньютон называет наши мнимые корни Ппрозз1- 
ьез. 

Мнимые ‘величины были открыты" в середине ХУ! в. Древние с 
ними не встречались; их охраняли от этого так называемые диоризмы, 
ограничения, наложенные на условия задачи, при которых могли по- 
лучаться только действительные (и положительные) решения. Индусы 
говорили, что отрицательные числа не могут быть квадратными. Вве- 
дение мнимых величин связано было с решением кубических уравнений 
в радикалах. В „неприводимом случае“ кубического уравнения, когда 
все три корня его действительные, в так называемой формуле Кар- 
дано под знаком квадратного радикала оказывается отрицательная 
величина. 

Открытие это было сделано Дж. Кардано (1545). Кардано же и 
Р. Бомбелли (1572) разработали ряд важнейших правил действий над 
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числами вида У — п. Бомбелли показал при этом на Частном приме- 
ре, что в неприводимом случае формула Кардано приводится к сумме 
двух чисел а РУ Чиа—ВУ-4. 

Мнимые числа, которые Кардано называл софистическими (п11$ 
30р61$41сат), не получили признания у многих выдающихся матема- 
тиков, например Виета. Жирар, напротив, настаивал на их использо- 
вании, ибо лишь с их помощью можно придать ряду теорем алгебры 
общий характер. „Могут сказать, — писал он, — для чего служат эти 
невозможные (11проз31ез$) решения. Отвечаю: для трех вещей, — для 
верности общего правила, потому что других решений нет, и в силу 
своей полезности“ (М. Сапфог. Цит. соч., т. И, стр. 788). Декарт 
называл такие числа воображаемыми, мнимыми (1та21па1тез) и указы- 
вал, что если при построении корней уравнения при помощи двух под- 
ходящих кривых последние не пересекаются, то это означает, что, все 
корни — воображаемые (,Геометрия“, стр. 85, 98). "Для математиков 
той эпохи не было вполне ясно, исчерпывается ли область мнимых 


корней числами вида а --Ь У—1. Это было связано с недостаточной 
разработанностью даже всех элементарных действий над комплекены- 
ми числами. 

Вопрос о самой форме различных мыслимых мнимостей оставался 
долгое время нерешенным, хотя еще Валлис высказал мнение, 
что мнимые корни алгебраических уравнений связаны с извлече- 
нием квадратных корней из отрицательных чисел („Орега“, т. ТТ, 
стр. 303). Н. Бернулли (1687—1759) в 1743 г. сообщил эйлеру, что, по его 


мнению, всякий мнимый корень уравнения имеет вид р Ёау—. 
В 1746 г. Клеро в „Началах алгебры“ показал, что мнимые корни 
урэвнения четвертой степени действительно имеют указанный вид. 
Дзламбер в том же году сделал попытку доказать, что всякое алгеб- 


раическое выражение, составленное из любого числа величин а -|- 1, 


само ‘имеет вид А-- В У-1. Вопрос о возведении в мнимую степень 
и общую проблему логарифмирования удовлетворительно решил Эйлер 
в 1740—1749 тгг.; впрочем связь между тригонометрическими функ- 
циями и показательной функцией еще в 1714г. обнаружил Р. Котес 
(1682—1716). 

На протяжении ХУПГ в. математики получили при помощи мни- 
мых Чисел немало смущавших их парадоксов (логарифмирование, диф- 
ференцирование и т. д.). И хотя в применении этих чисел, особенно 
в анализе, были достигнуты существенные успехи Муавром, Даламбе- 
ром и другими, они долгое время рассматривались чисто формально и 
по существу даже как бессмысленные фикции, допустимые в матема- 
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тике в силу необъяснимой и чудесной своей полезности. В середине 
ХУП в. Скаутен в латинском издании „Геометрии“ Декарта писал: 
„Истинные и ложные корни какого-либо уравнения всегда действитель- 
ны или же существуют, т.е. обозначают какую-либо величину или же 
нехватку величины, и значение их можно выразить арифметически или 
геометрически; но воображаемые не таковы“ (изд. 1695 г., стр. 287).И почти 
150 лет спустя в том же духе высказывался Л. Карно: „Никто ведь не 
сомневается в точности результатов, получаемых при вычислениях с 
мнимыми количествами, хотя они представляют собой только алгеб- 
раические формы и иероглифы нелепых количеств“ („Размышления“, 
стр. 255). 

Первая попытка геометрической интерпретации чисто мнимых 
чисел была сделана Дж. Валлисом, который еще в 1673 г. указал 


в одном письме, что И — п? можно рассматривать как среднюю пропор- 
циональную между отрезками п и —п, а позднее в „Алгебре“ 1685 г. 
писал: „Допустим, что мы выгадываем у моря 10 акров, но теряем —20. 
Наш выигрыш должен быть — 10 акров, или —1600 квадратных перчей. 
Допустим, что эта отрицательная площадь, 1600 квадратных перчей, 
имеет форму квадрата; не должно ли предположить, что этот предпо- 
лагаемый квадрат имеет сторону? А если так, то какова будет эта сто- 
рона? Мы не можем сказать, Что она есть 40 или —40, но скорее, что 


она есть У —1600, или 40 У —4, где У `обозначает среднюю пропорцио- 
нальную между положительным и отрицательным количеством“. Вме- 
сте с тем Валлис видел пользу мнимостей и ‚„невозможных уравнений“ 
в том, что они указывают на невозможность вопроса, а также на то, 
как следует видоизменить вопрос для того, чтобы он стал возможным 
(„Орега“, т. ПТ, стр. 287 и сл.). Несколько подробнее, но не с боль- 
шим успехом идея валлисовой интерпретации мнимостей развита была 
в одной работе 1750—1751 гг. Г. Кюна (1690—1769). Современная гео- 
метрическая интерпретация комплексных чисел предложена была в 1799 г. 
К. Весселем (1745—1818) ив 1806 г. Ж. Арганом (1768—1822). Теория 
комплексных чисел (термин Гаусса) развита была Гауссом и Коши, 
которые являются также творцами теории функций комплексного пе- 
ременного. Дальнейшие обобщения понятия о числе в этом направле- 
нии начаты были У. Гамильтоном и Г. Грассманом. Символ т 
ввел Эйлер. 


108 (к стр. 248). Эта жз идея имелась у Валлиса. См. предыду- 
щее примечание. Характерно, что и здесь Ньютон ищет если не реаль- 
ное истолкование |мнимостей как таковых, то реальное объяснение их 
роли в решении математических задач. 


428 ПРИМЕЧАНИЯ 


109 (к стр. 249). Четность числа мнимых корней отметил Валлис 
(„Орега“, т. Ш, стр. 303). Эйлер в одвом письме 1742 г. указал, что 
мнимые корни всякого алгебраического многочлена с действительными 
коэффициентами всегда встречаются сопряженными парами, так что 
такой многочлен раскладывается на действительные линейные и квад- 
ратичные множители (также Даламбер в статье 1746 г.). Ср. прим. 124. 

Числа а - &, а— & назвал „сопряженными“ Коши. 


110 (к стр. 251). Это правило принадлежит Декарту, который 
сформулировал его в словах: ‚истинных корней может быть столько, 
сколько раз в нем [уравнении. — 4. Ю.]| изменяются знаки -- и —, а 
ложных — сколько раз встречаются подряд два знака —- или дважды 
знаки —“ („Геометрия“, стр. 77). Декарт знал, что при наличии мни- 
мых корней правило его должно формулироваться в условнсй форме 
(„может быть“); однако некоторые современники и среди них Валлис 
(„Орега“, т. ТП, стр. 244) поняли утверждение Декарта в абсолютном. 
смысле и обвинили его в ошибке (ср. Огиугез 4ез Дезса{ез, раЪ6ез раг 
СВ. Адат её Р. Таппегу, т. У, стр. 397). Скаутен в латинском изда- 
нии „Геометрии“ также подчеркивал, что Декарт заранее ограничивает 
применение правила уравнениями с действительными корнями (изд. 
1695 г., ч. Г, стр. 9297). Доказательство правила для этого случая: 


сообщил Ж. П. де-Гюа де-Малев (1712—1785) в 1741 г.; занимались им 
также И. А. Зегнер‘ (1704—1777), А.Г. Кестнер и многие другие, 
а мимоходом наметил идею его доказательства еще Лейбниц в 1707 г. 
Общее исследование правила Декарта провел в 1828 г. Гаусс. В 60- 
лее ‚ полной формулировке правило Декарта гласит: число положи- 
тельных корней алгебраического уравнения равно или на четное число- 
‚меньше числа перемен знака в ряду его коэффициентов (коэффици- 
енты, равные. нулю, не считаются). 


111 (к стр. 252). При общем подходе математиков ХУ ПТ в. к мнимым 
корням неудивительно, отнесение последних к категориям положи- 
тельных и отрицательных корней в соответствии с условиями, при ко- 
торых правило знаков приобретает общий характер (хотя Ньютон знал, . 
что мнимые величины ни положительны, ни отрицательны). 

Ср. стр. 255 настоящего перевода. 


12 (к отр. 252). Ясно, что правило можно формулировать не для 
членов, но для коэффициентов. См. следующее примечание. 

13 (к стр. 252). Как пришел Ньютон к изложенному здесь пра- 
вилу определения числа комплексных корней, совершенно не известно. 
Формулирует правило Ньютон с осторожностью, говоря, что оно обычно 
дает число мнимых корней (уегат 4и0ф га1сез пирозз1Шез 5406 с05- 
п03с1 {егб рофезф рег Вайс гео\ат; в англ. переводе: 5$ уой шау Кпом ` 
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а]1105& Ъу 13 Ве Бом шапу Воо{$ аге прозз1е). Действительно, 
уравнение 


до” аа"... -- а, =0 


имеет по меньшей мере столько комплексных корней, сколько есть пе- 
ремен знака в ряду 


о 1 | п — 1 2 п—2 о 
@ 0’ п 4 “| — @500, п 1 ы р. Чо — @18@3, . о р 
й — 
п—1 1 
— а — д, и 
1 п п—1 Яп—9 “п, ап ` 


Далее Ньютон разбирает случаи, когда некоторые из коэффициентов 
равны нулю, а затем указывает, что комплексных корней может быть 
и больше, чем дает его правило. 

Правило Знаков Ньютона пытались доказать Дж. Кемпбелл (в 1728 г.)}, 
Маклорен и др.; Лагранж выяснил причину его недостаточности; но 
лишь Дж. Сильвестеру (1814—1897) удалось разъяснить его полностью, 
доказав в 1866 г. некоторую более общую теорему (см. „Епсус1орадле 
ег тафВетаИзсвеп \У/1ззепсВаЙеп“, т. Г, стр. 415; Д. Граве. „Эле- 
менты высшей алгебры“. Киев, 1914, стр. 381—383). 

Правилэ Декарта и Ньютона положили начало не только попыткам 
их доказательства, но и целому ряду новых исследований. Важным 
этапом в развитии этого вопроса явилась теорема Ф. Д. Бюдана 
(опубл. в 1822 г.) и ЖЖ. Б. Фурье (1768—1830, опубл. в 1834 г.) о том, 
что число действительных корней } (2)=0 между а иф (а«$) равно или 
на четное число меньше, чем число утраченных перемен знака в ряду 
(2), Г (х)/{” (х)..., (п) (2) при переходе от х=а к х==6 (п — степень 
уравнения). Полное решение о числе действительных корней алгеб- 
раического уравнения дано было в 1829—1835 гг. Ж. Ш. Штурмом 
(1803—1855). Теорему Штурма см.: А. К. Сушкевич. „Основы выс- 
шей алгебры“. 

114 (к стр. 256). Это правило сообщено было в „Геометрии“ Де- 
карта (стр. 78). 

115 (к стр. 256). Ср. Декарт. „Геометрия“, стр. 78 и 81. Прием 
этот употребил еще Виет, а до него Кардано, которому он служил для 
преобразования полного кубического уравнения в уравнение, не содер- 
жащее члена второй степени (1545 г.). Виет исключал таким же обра- 
зом второй член из уравнений высших степеней (М. Сапфог. Цит. 
<оч., т. Ш, стр. 637). 

116 (к стр. 260). Ср. Декарт. „Геометрия“, стр. 83—84. Прием 


430 ПРИМЕЧАНИЯ 


этот был известен Виету, как и применяемое несколько далее Ньюто- 


ном преобразование у = 1. 
5 

Говоря об уменьшении „членов“, Ньютон имел в виду уменьшение 
коэффициентов (по абсолютной величине). 

117 (к стр. 263). Зависимости между коэффициентами и симмет. 
рическими функциями (положительных) корней алгебраического урав- 
нения, частично известные еще Кардано, были установлены Виетом 
(М. Сапф ог. Цит. соч., т. И, стр. 639}. 

118 (к стр. 264). Формулы, выражающие первые четыре степенные 
суммы корней алгебраического уравнения любой степени (с коэффи- 
циентом 1 при старшем члене) через коэффициенты, привел в 1629 г. 
А. Жирар (М. Сапфог. Цит. соч., т. ПТ, стр. 789). Ньютон дает общее 
рекуррентное соотношение, которое можно записать в более современ- 
ных обозначениях так: 


5д | 18 1-Е 928, о... - па, ==0. 


Доказаны были формулы Ньютона Маклореном в его „Алгебре”, а затем и 
рядом других математиков, в том числе Эйлером и Лагранжем. 9. Вз- 
ринг (1734—1798) в 1762 г. выразил степенные суммы $„ явно через 
коэффициенты и [обратно. Ньютон применяет затем степенные суммы 
для численного решения уравнений. 

13 (к стр. 265). [Вопрос о пределах действительных корней был 
поставлен в „Геометрии“ Декарта. В латинском издании этого труда 
исследованию границ корней уравнений 2, 3 и &-й степени посвящена 
была статья Дебона „Ое ПаИИБиз аедааНопат“. Дебон рассмотрел 
большое число частных случаев в зависимости от знаков коэффициен- 
тов и отсутствия тех или иных членов. Например, для положительного 
корня уравнения 12 — м -- т?=0 из т? = х —2? следует, что Гот, 


а из 2 = 2 —т®, что 2 > ^^, ит. п. М. Ролль (4659—1719) в 1690—1692 гг. 


установил, что между двумя соседними корнями уравнения, которое 
в нашей символике запишется ](5)=0, может заключаться не более 
чем один корень уравнения {(1)=0. Вместе с тем он нашел, что верх - 


ней границей действительных корней уравнения ах" Ч а - 


@т 
40 
солютной величине отрицательный коэффициент уравнения (эту же гра- 
ницу привел затем Маклорен в У гл. П ч. своей „Алгебры“). На этой ос- 


нове Ролль разработал свой метод отделения действительных корней 


—...- а,=0 является число -- 1, где ам — наибольший по аб- 
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алгебраических уравнений (С. А. Яновская. „Мишель Ролль как 
критик анализа бесконечно малых“. Труды Института истории естество- 
знания, т. Т, М., 1947, стр. 329—331). Ньютон задает верхнюю грани- 
цу действительных корней формулой 


гп 
—- 9 
[| < | Е , $ п == У, 2^". 


120 (к стр. 265). Здесь Ньютон приводит способ приближенного 


определения наибольшего по абсолютной величине действительного 
уд 11 


корня как предела последовательности У $.п прип-> со, аватем дает 
приближения для наибольшего положительного и наименьшего отри- 
цательного корней, комбинируя средние арифметические и средние 
геометрические последовательных степенных сумм. Ньютон указывает 
при этом, что способ применим к уравнениям с действительными 
корнями. . 

Во „Всеобщей арифметике“ не изложен другой изобретенный 
Ньютоном метод численного решения уравнений. Этот метод описан 
был в „Анализе с помощью уравнений с бесконечным числом членов 
(ок. 1669 г., опубл. в 1741 г.; кратко изложен также в 94 гл. „Алгебры“ 
Валлиса 1685 г.) на классическом примере уравнения у3 — 2у— 5=0. 
Ньютон начинает с приближенного значения корня 2, полагая у=2- р, 
подставляет 2 -|- р в данное уравнение и, пренебрегая в силу их ма- 
лости степенями р выше первой, приближенно получает р-=0,1. Далее 
берется р=0,1 -- 4 и 0,1 -|- 4 подставляется в уравнение относительно 
р, которое, если снова отбросить степени 4 выше первой, приводится к 
11,23 а -- 0,061 =0, откуда приближенно 4=—0,0054. Полагая—0,0054 -|- 
4+ г=а, Ньютон находит еще г=—0,00004853, так что у==2,09455447. Этот 
же метод в несколько иной форме был найден также Дж. Рефсоном (1647— 
1715), опубликовавшим его в 1690 г. 9. Галлей (1656—1724) в 1694 г. пред- 
ложил уточнение того же приема, состоявшее в том, что для определе- 
ния поправок использовались не линейные, а квадратные уравнения 
(см. примечание 141). В настоящее время для численного реше- 
ния уравнения }(5)=0 по методу Ньютона при первом приближе- 
нии т=х, следующие приближения вычисляются на основании ите- 


рационной формулы 2 | =хи — и . В таком виде метод Ньютона 
Ти 

при помощи ряда Тейлора был изложен Л. Эйлером в 9 гл. 2 ч. „Оснований 

дифференциального исчисления“ (Таз ИаЯоптез са]счИ а1егеп йа) 

в 1755 г. Некоторые дефекты метода Ньютона были отмечены еще Гал- 

леем, а затем Лагранжем (1798); более точно исследовали условия его 

применимости Ж. Р. Мурайль в 1768 г. и Ж. Б. Фурье (1768—1830) 
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в „Апа[узе 4ез вача10отз 9ефегт1163“ (1831) и Коши. ЖА. П. Данделен 
(1794—1847) в 1826 г. предложил комбинировать методы Ньютона и 
ложного положения, с тем чтобы на каждом шагу вычислений полу- 
чать и верхний и нижний пределы корня. 

Приближенное вычисление корней из чисел и корней уравнений 
восходит к весьма давним временам. Общий громоздкий прием числен- 
ного решения уравнений предложил в 1600 г. Виет. В ХУПГв. был 
предложен ряд новых методов, среди них: метод рекуррентных рядов, 
который опубликовал в 1732 г., отправляясь от замечаний Ньютона о 
применении к решению уравнений степенных сумм корней, Дан. Бер- 
нулли (1700—1782) и который затем был детальнее исследован Эйлером 
(1748) и Лагранжем (1798), метод разложения корня в непрерывные 
дроби Лагранжа (1769), ряд приемов Эйлера, И. Г. Ламберта (1728—1777) 
и др. В ХХ в. метод Виета был усовершенствован в 1804 г. П. Руф- 
фини (1765—1822) ив 1819 г. В. Горнером. Замечательный метод вы- 
числения всех действительных и комплексных корней алгебраического 
уравнения, основанный на составлении уравнения, корни которого суть 
2П-ые степени корней заданного уравнения, разработали независимс 
друг от друга Д:нделен (1826), Н. И. Лобачевский (1793—1856; „Ал- 
гебра или вычисление конечных“, 1834) и К. Г. Греффе (1799—1873; 
1837). 

См. И. Ньютон. „Математические сочинения“, стр. 9—11; М. Сап- 
фог. Цит. соч., т. Ш, стр. 640—641; Н. У 1е|е1&тпег. Цит. соч., 
ч. [, гл. ИП, $2; 9. Уиттекер и Г. Робинсон. „Математическая 
обработка результатов наблюдений“. Пер. под ред. Н. М. Гюнтера, 
М.—Л., 1933, гл. УГ. 

Следует отметить, что в связи с проблемой интегрирования неявно 
заданных функций Ньютон разработал также более общий прием рэзло- 
жения в ряд по положительным или отрицательным степеням аргу- 
мента х функции у, опр-деляемой алгебраичсским многочленом ] (х, у) =0. 
Об этом приеме, опирающемся на так называемое правило параллело- 
грама Ньютона, см. его „Математические сочинения“, стр. 14 и сл., 32 
и сл., а также статью Н. Г. Чеботарева „Многоугольник Ньюто- 
на и его роль в современном развитии математики“ в сборнике „Исаак 
Ньютон“ под ред. С. И. Взвилова. М.—Л., 1943. 

121 (к стр. 266). Замечание Ньютона, что при помощи ‘указанных 
им преобразований корней любой (неизвестный) действительный корень 
можно сделать наименьшим, непонятно. 

122 (к стр. 268). Это — известное правило Ньютона: если в ал- 
гебраическом уравнении {(1)=0 при а> 0, }(х) и все ее производные, 
че равные тождественно нулю, положительны, то за верхний предел 
положительных корней можно взять число а. 
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Другие методы отделения корней предложили Варинг (1762) и 
Лагранж (1798), использовав с этой целью уравнение, корни которого 
суть квадраты разности корней данного уравнения. См. „Епсус1орА@е 
ег ша&Веша1зсВеп \У155еп5сВаЁЙеп“, т. Г, стр. 408. 

Интересно, что Ньютон в своем правиле рекомендует вычислять 
производные до той, у которой все коэффициенты окажутся одного 
знака. 

123 (к стр. 269). Т. е.3 больше абсолютной величины отрица- 
тельных корней. 

124 (к стр. 270). Изложенные далее способы разложения много- 
членов высших четных степеней на квадратичные множители но- 
сят, вообще говоря, Частный характер и на практике значения не 
имеют, как это указывает и сам Ньютон. Исторически они связаны 
были с методом решения уравнения четвертой степени, предложенным 
Декартом (см. прим. 127). Некоторые приемы Ньютона были проана- 
лизированы Маклореном в УП гл. И ч. „Алгебры“. Ср. прим. 109. 

125 (к стр. 290).. Задачи, приводящиеся к кубическим уравнениям, 
встречаются еще в вавилонских клинописных текстах; при этом отыс- 
кание (целых) решений совершалось путем проб. Античные математики 
решали подобные задачи при помощи пересечения конических сечений; 
так же поступали и арабы, которые сделали крупный шаг вперед, произ- 
ведя классификацию и дав обстоятельный анализ типов кубических урав- 
нений, имеющих положительные корни (Омар Хайям, ок. 1040— ок. 1415). 
В связи с составлением тригонометрических таблиц арабы нашли так- 
же прием приближенного решения кубических уравнений. Правило 
решения кубического уравнения 23 -|- рх=чЧ в радикалах открыл, но 
не обнародовал, С. дель-Ферро (1465—1526); около 1535 г. Н. Тарталья 
(1500—1557) вновь нашел это правило, а также правило для уравнений 
13 =рх-|- 9,23 | ч=рх. Опубликованы были эти правила Кардано 
в 1545 г.; Кардано же свел общее кубическое уравнение к указанным 
типам. Прием решения во „Всеобщей арифметике“ совпадает с 
предложенным И. Гудде и опубликованным в 1659 г. во 2-м латинском 
издании „Геометрии“ Декарта. 

126 (к стр. 291). Рассматриваемый здесь неприводимый случай, са- 
30$ 1ггедмс1Ъ111$, кубического уравнения встретился Кардано. Р. Бом- 
белли разъяснил на числовом примере, что действительный корень в 
этом случае представляется как сумма двух сопряженных комплексных 
чисел (1572 г.). Виет (опубл. в 1593 и 1615 гг.) получил решение в не- 
приводимом случае, сведя задачу к трисекции угла и применив триго- 
нометрическое соотношение (2 с0$ ф)3 —3 (2 с03 Ф)=2 053$. А. Клеро 
в „Началах алгебры“ 1746 г. представил все три корня в виде беско- 
нечных рядов с действительными членами. Попытки математиков 


28 Ньютон. Всеобщая арифметика 
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получить для этого случая выражение корня в радикалах и в действи- 
тельной форме оставались безуспешными, и лишь В. Молламе в 1890г. 
доказал, что такое выражение невозможно (см. „Епсус1орА@е 4ег ша4Ие- 
ша{15еВеп \М/15зепзсва еп“, т. Г, стр. 518). 

Рассуждения Ньютона о том, что в неприводимом случае три дей- 
ствительных корня вообще не могут быть выражены так называемой 
формулой Кардано, ибо величина а — Ч сте а --6, не может быть 

За 
многозначной, ошибочны. Кубический корень, из отличного от нуля числа, 
имеет три значения (если одно есть А, то другие будут Ао: и ка., где о; и 
ох == 02 суть мнимые кубические корни из 1); таким образом, аи ф 


имеют по три значения, а их сумма а -|- $ — девять, из которых, од- 


нако, лишь три дают корни уравнения, так как а6=— -9. Ср. прим. 30. 
3 


127 (к стр. 293). Уравнение четвертой степени впервые решил по 
способу, носящему его имя, Л. Феррэзри (1522—1565; опубл. в 1545 г.). 
Метод решения, излагаемый Ньютоном, принадлежит Декарту (,Гео- 
метрия“, стр. 89). Декарт не привел, однако, вывода, который сообщил 
в латинском издании „Геометрии“ Скаутен. Вывод Ньтотона совпадает 
с доказательством Скаутена. 

128 (к стр. 293). Математики ХУЦ в., и особенно 3. В. Чирн- 
гауз (1651—1708), пытались путем тех или иных преобразований, поз- 
воляющих уничтожить промежуточные коэффициенты, свести решение 
алгебраических уравнений высших степеней к рэшению двучленного 
уравнения; это позволило бы, в случае успеха, выразить корни в ра: 
дикалах. Чирнгаузу это фэктически удалось провести для кубического 
уравнения. Лейбниц выразил сомчение в пригодности такого метода 
для уравнений выше четвертой степени (М. Сапфог. Цит. соч., т. ПТ, 
стр. 111—117). 

Так как уравнение 5" =а может иметь не более двух действитель- 


ных корней, а уравнение х’"+1! —=а имеет один действительный ко- 
рень, то Ньютон, рассуждая, видимо, так же, как в неприводимом 
случае, приходит к заключению, что выражение действительных кор- 
ней исходного уравнения будет, вообще говоря, невозможным. Об осу- 
цествимости идеи Чирнгауза, он, однако, мнения своего не высказал. 

Исследование общего двучленного уравнения, т. е. извлечения 
корня п-ой степени из числа, привел, как указывалось уже, А. Муавр: 


важное разложение на множители 1” -- а" получил ученик Ньютояа 
Р. Котес (1714). Именно он нашел геометрическую теорему, равносиль- 


ную утверждению, что х” -- а” раскладывзется в произведение линейных 
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(не более двух) и квэдратичных множителей с действительными коэд-. 
фициентами. См. Г. Ма В1еззепт. Сгап@2асе ег апиКеп пп то- 
дегпеп А1оеЪга ег ИИега!еп С1е1сВипаеп. Шериа, 1378, стр. 203—244. 


Изучение случаев разрешимости уравнения х” — 1=0 в квадратичных 
радикалах далеко продвинул вперед Гаусс (1796). 

129 (к стр. 295). См. стр. 48 настоящего перевода. 

130 (к стр. 295). На нескольких следующих страницах `Ньютон 
явным образом полемизирует с Декартом. Во ПШ и [Ш книгах „Геомет- 
рии“ Декарт утверждал, что в геометрию должны быть включены и к 
построению задач должны привлекаться любые линии, которые „оциса- 
ны непрерывным движением или же несколькими такими последова- 
тельными движениями, из которых последующие вполне определяются 
им предшествующими, ибо этим путем всегда можно точно узнать их 
меру“ (стр. 30). Все точки таких линий „обязательно находятся в не- 
котором отношении ко всем точкам прямой линии, которое может быть 
выражено некоторым уравнением, одним и тем же для всех точек дан- 
ной линии“ (стр. 33). Таким образом, Декарт, который видел в алгеб- 
ре единственный общий метод математического исследования, считал 
допустимыми в геометрии кривые, которые он сам именовал геометри- 
ческими и которые Лейбниц позднее назвал алгебраическими. Осталь- 
ные линии (по терминологии Декарта — механические и по терминоло- 
гии Лейбница — трансцендентные) Декарт из геометрии исключил. Эту 
концепцию Декарта подвергли критике за ее ограниченность и Лейб- 
ниц (см., например, „Новые опыты о человеческом разуме“, пер. 
П. С. Юшкевича, М., 1936, стр. 433) и Ньютон. Впрочем позднейшая 
аналитическая геометрия действительно развивалась как геометрия 
алгебраических кривых. 

Для того чтобы ‚охватить совокупность“ всех алгебраических кри- 
вых и для облегчения выбора подходящих линий при построении той 
или иной задачи Декарт впервые предложял их систематическую клас- 
сификацию по „родам“. Опираясь на то, что уравнение четвертой сте- 
пени приводится к кубическому, и на единый метод построения корней 
уравнений пятой и шестой степени, Декарт в своей классификации 
объединил линии степеней 2п и 21 —1 вп-Й род (стр. 33). Ньютон в 
„Перечислении кривых третьего порядка“ установил современную клас-- 
сификацию по порядкам, исходя из числа пересечений линии с прямой 
(„Математические работы“, стр. 194). 

Принципом выбора кривой для построения задач у Декарта слу- 
жила ее „простота“, под которой он понимал возможно низший ее род, 
а не удобство ее построения. „Необходимо, — писал он, — всегда ста- 
раться выбирать наиболее простую кривую, позволяющую решить эту 
задачу. Нужно также заметить, что под наиболее простыми кривыми не 
28* 
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следует понимать только те, которые проще всего описать, или те, ко- 
торые дают наиболее легкое построение или доказательство предложен- 
ной задачи, но в особенности те, которые принадлежат к простейшему 
роду, позволяющему определить искомую величину“ (стр. 74). Ньютон 
далее решительно полемизирует с этим принципом. 

Валлис еще раньше, в 1657 г., дал решение кубического уравнения 
при помсщи пересечения открытой им кубической параболы у == 23 и 
прямой; Нредусматривая возражение, что он применил линию более 
сложную, чем коническое сечение, Валлис парировал этот упрек тем, 
что зато второй кривой у него служит не окружность, а более простая 
линия — прямая („Орега“, т. ШТ, стр. 297). 

131 (к стр 297). Трохоида (от трохос — колесо), или циклоида, 
была открыта Г. Галилеем (1564—1642) в конце ХУТГ в.; он же ввел 
термин „циклоида“. В истории исчисления бесконечно малых изучение 
циклоиды сыграло исключительно большую роль. Квадратуру ее опре- 
делили Роберваль (1634), попутно открывший синусоиду, Декарт, Фер- 
ма, Торричелли; они же построили касательную к ней. Спрямление ее 
удалось ок. 1657 г. В. Реву, Ферма и Гейрету. Б. Паскаль (1623—1662) 
посвятил ей ряд работ (объемы различных тел вращения, центры тяже- 
сти). Около 1665 г. Х. Гюйгенс открыл ее таутохронность, а работая 
над практическим исполезованием этого свойства для часов © маятни- 
ком, создал теорию эволют. В 1696 г. Ив. Бернулли поставил задачу 
о брахистохроне, кривой скорейшего спуска; Ньютон, Лейбниц, братья 
Бернулли и Лопиталь в том же году доказали, что брахистохроной 
служит циклоида. 

132 (к стр. 298). В УПТГ предложении „Лемм“ Архимед решил 
задачу о делении угла на три равные части при помощи вставки от- 
резка между прямой и кругом (ср. прим. 63). Он показал, что для 
трисекции угла АСВ (С — центр круга) достаточно вставить между 
продолжением диаметра „АД и окружностью отрезок ЕЁ, равный ра- 
диусу и при продолжении проходящий через точку В (см. настоящий 
перевод, стр. 322). 

Изобретение конхоиды (от хо|1ху — раковина) принадлежит, видимо, 
Никомеду (ок. 180 г. до я. э.). Конхоида возникает, если из данного 
полюса А проводить прямые, пересекающие данную прямую СД в точ- 
ках №, и на продолжении АМ откладывать отрезки данной длины ММ; 
геометрическое место точек М и будет конхоидой. Если ММ =фи 
расстояние СР от полюса есть а, то уравнения конхоиды можно запи- 


62. Со второй 
с05ф 


ветвью кривой (соответствующей отложению отрезков №1( в направлении 
к полюсу) математики ХУП в. были несомненно знакомы; известна ли она 


сать в виде: (х — а)? (12 | у) — 6242 = 0 или © = 
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была древним, установить в точности невозможно. Конхоида служила в 
ХУП в. одним из любимых объектов применения методов. исчисления 
бесконечно малых. Касательную к ней провели около 1636 г. Декарт, 
Роберваль и Ферма; Гюйгенс в 1653 г. определил точки перегиба и т. д. 

По некоторым указаниям к трисекции угла конхоиду применил 
сам Никомед, хотя Пани говорит, что это было его, Паппа, открытие 
(см. М. Сапфог. Цит. соч., т. Г, стр. 358—354, и настоящий перевод, 
стр. 319 и сл.). 

Невозможность трисекции угла в общем случае с помощью цирку- 
ля и линейки доказал впервые инженер Ц. Л. Ванцель (1814—1848} 
(„ойгпа! 4ез тпаВетаНаиез“, 1837, т. 11). Убеждение в этом высказал 
еще Декарт ( „Геометрия“, стр. 104—105). 

133 (к стр. 298). Здесь Ньютон вновь вступает в полемику с Де- 
картом, который, показав в самом начале своей „Геометрии“, как мож- 
но заменить простейшие геометрические построения операциями ариф- 
метики, писал: „С целью быть более понятным я без опасений введу 
эти арифметические термины в геометрию“ (стр. 12), и зэтем сводил 
решение задач геометрии к решению уравнений. Декарт, в частности, 
указывает, что все „плоские“ задачи, требующие циркуля и линейки, 
сводятся к построению корней квадратных уравнений. Приведя эти 
построения, он критикует древних математиков, не обладавших „истин- 
ным“ общим методом исследования зэдач обыкновенной геометрии (стр. 
17—18). 

134 (к стр. 302 и 306). В античной математике нынешние произведения 
отношений назывались сложными отношениями, удвоение отношений 
соответствует нашему возведению в квадрат и т. п. 

Ср. Ф. Кеджори. Цит. соч., стр. 402—406 (прибавление И. Ю. Тим- 
ченко, который, между прочим; отметил, что математики ХУП в. ясно 
понимали связь между теорией сложных отношений и теорией лога- 
рифмов). 

135 (к стр. 314). Этот круг на чертеже не изображен, и Ньютон 
его именует „скрытый круг“. 

136 (к стр. 324). См. выше задачу ХХХУ и прим. 69. 

137 (к стр. 329). Декарт для построения уравнений 4 и 3-Й сте- 
пени пользуется неизменной параболой у == 2? и окружностью 


о о 
4 = 
9 | „_ РЕ\ = А?, 


где 


Р+1\“ [4 \* 
А? = —_ -- > г. 
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Затем Декарт применяет эти построения к задачам о нахождении двух 
средних пропорциональных и о трисекции угла („Геометрия“, стр. 
95—100). 

Ностроение при помощи параболы Декарт считает ‚в некотором 
отношении... простейшим“. Ньютон несколько далее (стр. 335) указы- 
вает, что это построзние — простейшее с точки зрения алгебры, но не 
с точки зрения удобства вычерчивания. Он приводит затем построение 
кубического уравнения при помощи конических сечений и, в частно- 
сти, построение, совпадающее с данным Декартом. 

Выше упоминалось, что построения различных типов кубических 
уравнений при помощи конических сечений известны были арабам и 
систематизированы в ХГ в. Омаром Хайямом. Но Хайям не дал едино- 
го метода решения любого кубического уравнения; кроме того, его 
анализ был неполным. Сочинение Хайяма в ХУП в. европейским уче- 
‚ным знакомо не было. Одновременно с Декартом построение уравне- 
‚ний 4 и 3-й степени дал Ферма, также с помощью параболы и круга 
{„Геометрия“ Декарта, стр. 451 и сл.). Позднее, около 1660 г., Ферма 
указал, что для решения уравнения степени тп достаточно взять две 
‚кривые — одну т-й степени и другую п-й (М. Сапфог. Цит. с0ч., 
т. [1, стр. 819). Занимались этими задачами также Валлис (применявший 
кубическую параболу и прямую), Скаутен, Галлей, Лопиталь и др. 

138 (к стр. 335). Следует отметить, что Ньютон был знаком не 
только с подобным преобразованием фигур, но и с коллинеарным („Ма- 
тематические начала“, кн. 1, отд. У, лемма ХХИ, стр. 131—134; ср. 
Н. А. Глаголев. „Ньютон как геометр“. Сб. „Московский универси- 
тет — памяти Исаака Ньютона“, М., 1946, стр. 72). 

139 (к стр. 338). См. русский перевод „Геометрии“ Декарта, стр. 95 
и след. 

140 (к стр. 339). Построению корней уравнений высших степеней 
Ньютон посвятил небольшой УП раздел „Перечисления кривых третье- 
го порядка“. Указав там, что „в геометрии кривые употребляются для 
решения задач при помощи их точек пересечения“, он дает указания 
относительно решения уравнения 9-й степени при помощи раз на- 


всегда вычерченной кубической параболы у = <° и кривой третьего 
порядка 


уз Блу? -| су? + а? у -- еху + хз вх -- пж-Ь К = 0, 
у у 


а также при помощи некоторых других кривых. Ньютон намечает там и 
приемы построения уравнений 12-й и высших степеней („Математи- 
ческие работы“, стр. 208—209). Декарт в „Геометрии“ дал графическое 
решение уравнения 6-Й степени (стр. 105—111) при помощи окруж 
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ности и кривой третьего порядка (так называемого трезубца Ньютона) 
для которой привел способ механического описания. 

Г. Крамер в 1750 г. подробно изложил построение корней при по- 
мощи прямой у = а и параболической кривой у = 5х -| сх? -|-...-|- рхп. 
Построениями этого рода занимались и другие математики ХУПТ и 01- 
части ХХ в. 


Выдвинув в качестве основной задачи алгебры численное решение 
уравнений и сохранив за построением корней роль вспомогательного 
приема для определения нескольких первых цифр корня, Ньютон в 
своих лекциях не привел, однако, способа дальнейшего уточнения зна- 
чений искомого корня (ср. прим. 120). 

Подготовляя к печати 4-е издание „Всесбщей арифметики“, У. Уи- 
стон поэтому присоединил к труду Ньютона мемуар известного астронома 
и математика 9. Галлея, озаглавленный „Новый, точный и легкий ме- 
тод общего определения корней любых уравнений без их предваритель- 
ного приведения“ (опубл. в 1694 г.). Мемуар Галлея представлял собою 
статью размером приблизительно в один печатный лист. Упомянув о 
кратком изложении метода Ньютона в „Алгебре“ Валлиса и о методе 
Рефеона, Галлей, отправляясь от одной работы 1692 г. Т. Ф. де Ланьи 
(1660—1734), прежде есего привел некоторые приближенные формулы 
для извлечения корней. Так, например, 


о ар 4 р 
аз -ф=а- или а-- 9. 
и За3 - 6 2; ь: За 


1+} 

Эти формулы Ланьи, известные Галлею только пс сообщению одного 
знакомого, Галлей вывел с помощьо приема, родственного ньютонову 
решению уравнения у — 2у — 5 =0. Именно, полагая (а -Р е}3 = аз-ь 
и при малом е отбрасывая сперва обе высшие степени, Галлей полу- 


6 
чил, что е=.,, а затем, отбрасывая только еЗ, что 
а 
Ь __ |, __ ар 
За? -- Зае | Заз в 
За? -- За — т 
За? 


откуда и получилось первое приближение — с недостатком (при 6 >> 0). 
С другой стороны, решение уравнения За?е -|- Зае? = В давало, что 


а а? | 
В За’ 


откуда следовало второе приближение — с избытком. 
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Аналогично Галлей вывел рациональные и иррациональные (квадра- 
тичные) приближения для нескольких следующих показателей корня. 
Этот прием Галлей распространил далее на алгебраические уравнения. 

Способ Галлея можно коротко изложить следующим образом. Для 
решения алгебраического уравнения }(5) =0 с помощью известного 
приближенного значения корня а, причем 5 =а--е, величина а Ре 
подставляется в уравнение, }(а--е) раскладывается по стэпеням е: 


= (а -- е) = 1 (а) -- зе Е 1? ...... 
и е затем определяется из квадратного уравнения 
4е? - зе | }(а) =0. 


Далее Галлей указывал, как выбирать знак при радикале в выра- 
жении для е и приводил ряд примеров. 
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